
استقلال طیفی
نوید رشیدیان

استاد راهنما: کسری علیشاهی
دانشگاه صنعتی شریف

۱۴۰۵ شهریور ۲۱



نمونه‌گیری و شمارش
𝑤تابع  : Ω → ℝ.داده شده است 

شمارش

مقدار

𝑍 ≔ ∑
𝜔∈Ω

𝑤(𝜔)

را )به طور تقریبی( تعیین کنید.

نمونه‌گیری

)به طور تقریبی( نمونه‌ای از توزیع

𝜈(𝜔) = 1
𝑍

𝑤(𝜔)

تولید کنید.

۲/۴۱



نمونه‌گیری و شمارش
𝑤تابع  : Ω → ℝ.داده شده است 

شمارش

مقدار

𝑍 ≔ ∑
𝜔∈Ω

𝑤(𝜔)

را )به طور تقریبی( تعیین کنید.

نمونه‌گیری

)به طور تقریبی( نمونه‌ای از توزیع

𝜈(𝜔) = 1
𝑍

𝑤(𝜔)

تولید کنید.

(۱۹۸۶ )جروم، والیانت و و. وزیرانی، قضیه
برای مسائل »خودتحویل‌پذیر« شمارش تقریبی و نمونه‌گیری تقریبی معادلاند.

۲/۴۱



زنجیرهای مارکف

تعریف
,𝑋1متغیرهای تصادفی  𝑋2, 𝑋3,  مینامیم زنجیر مارکف مقدار میگیرند، Ω را که در مجموعه‌ی …

𝑃اگر ماتریس  ∈ ℝΩ×Ω وجود داشته باشد که برای هر 𝑥1, …, 𝑥𝑛, 𝑦داشته باشیم 

ℙ(𝑋𝑛+1 | 𝑋1 = 𝑥1, …, 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛) = 𝑃(𝑥𝑛, 𝑦).

۳/۴۱



زنجیرهای مارکف

𝑑TV(𝜇, 𝜈) = 1
2

∑
𝑥∈Ω

|𝜇(𝑥) − 𝜈(𝑥)|

۴/۴۱



زنجیرهای مارکف

𝑑TV(𝜇, 𝜈) = 1
2

∑
𝑥∈Ω

|𝜇(𝑥) − 𝜈(𝑥)|

قضیه
 وجود دارد )توزیع ‌پایا( چنانکه 𝜇اگر زنجیر مارکف تحویلنا‌پذیر و نامتناوب باشد، توزیع یکتای 

𝜇𝑃 = 𝜇 و برای هر توزیع ابتدایی 𝜇0داریم 

lim
𝑡→∞

𝑑TV(𝜇0𝑃 𝑡, 𝜇) = 0.

۴/۴۱



زنجیرهای مارکف

𝑑TV(𝜇, 𝜈) = 1
2

∑
𝑥∈Ω

|𝜇(𝑥) − 𝜈(𝑥)|

قضیه
 وجود دارد )توزیع ‌پایا( چنانکه 𝜇اگر زنجیر مارکف تحویلنا‌پذیر و نامتناوب باشد، توزیع یکتای 

𝜇𝑃 = 𝜇 و برای هر توزیع ابتدایی 𝜇0داریم 

lim
𝑡→∞

𝑑TV(𝜇0𝑃 𝑡, 𝜇) = 0.

 بسازیم.𝜇 میتوانیم زنجیری با توزیع ‌پایای 𝜇برای نمونه‌گیری از توزیع 

۴/۴۱



زمان آمیختگی

𝜏mix(𝑃 ) = sup
𝜇0

min {𝑡 | 𝑑TV(𝜇0𝑃 𝑡, 𝜇) < 1
4
}

۵/۴۱



زنجیرهای مارکف بازگشت‌پذیر

تعریف
 است اگربازگشت‌پذیر 𝜇 نسبت به 𝑃زنجیر 

∀𝑥, 𝑦 ∈ Ω 𝜇(𝑥)𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑦)𝑃 (𝑦, 𝑥).

۶/۴۱



زنجیرهای مارکف بازگشت‌پذیر

تعریف
 است اگربازگشت‌پذیر 𝜇 نسبت به 𝑃زنجیر 

∀𝑥, 𝑦 ∈ Ω 𝜇(𝑥)𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑦)𝑃 (𝑦, 𝑥).

قضیه
 است.𝑃 توزیع ‌پایای 𝜇 بازگشت‌پذیر باشد، 𝜇 نسبت به 𝑃اگر 

۶/۴۱



ثابت ‌پوانکاره
ℰ︀𝑃 (𝑓, 𝑔) = ⟨𝑓, (𝐼 − 𝑃)𝑔⟩𝜇

= 1
2

∑
𝑥,𝑦

𝜇(𝑥)𝑃(𝑥, 𝑦)(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦))

۷/۴۱



ثابت ‌پوانکاره
ℰ︀𝑃 (𝑓, 𝑔) = ⟨𝑓, (𝐼 − 𝑃)𝑔⟩𝜇

= 1
2

∑
𝑥,𝑦

𝜇(𝑥)𝑃(𝑥, 𝑦)(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦))

𝛾(𝑃 ) = inf
𝑓:Ω→ℝ

Var𝜇(𝑓)>0

ℰ︀𝑃 (𝑓, 𝑓)
Var𝜇(𝑓)

۷/۴۱



ثابت ‌پوانکاره
ℰ︀𝑃 (𝑓, 𝑔) = ⟨𝑓, (𝐼 − 𝑃)𝑔⟩𝜇

= 1
2

∑
𝑥,𝑦

𝜇(𝑥)𝑃(𝑥, 𝑦)(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦))

𝛾(𝑃 ) = inf
𝑓:Ω→ℝ

Var𝜇(𝑓)>0

ℰ︀𝑃 (𝑓, 𝑓)
Var𝜇(𝑓)

قضیه
 مثبتنیمه‌معین باشد،𝑃اگر 

𝜏mix(𝑃 ) ≤ 1
𝛾(𝑃)

(1
2

log 1
𝜇min

+ log 2).

۷/۴۱



ثابت سوبولف لگاریتمی اصلاحشده

Ent𝜇(𝑓) = 𝔼𝜇[𝑓 log 𝑓] − 𝔼𝜇[𝑓] log 𝔼𝜇[𝑓]

۸/۴۱



ثابت سوبولف لگاریتمی اصلاحشده

Ent𝜇(𝑓) = 𝔼𝜇[𝑓 log 𝑓] − 𝔼𝜇[𝑓] log 𝔼𝜇[𝑓]

MLS(𝑃) = inf
𝑓:Ω→ℝ≥0

ℰ︀𝑃 (𝑓, log 𝑓)
Ent𝜇(𝑓)

۸/۴۱



ثابت سوبولف لگاریتمی اصلاحشده

Ent𝜇(𝑓) = 𝔼𝜇[𝑓 log 𝑓] − 𝔼𝜇[𝑓] log 𝔼𝜇[𝑓]

MLS(𝑃) = inf
𝑓:Ω→ℝ≥0

ℰ︀𝑃 (𝑓, log 𝑓)
Ent𝜇(𝑓)

(۲۰۰۶ )بوبکوف و تتالی، قضیه
 بازگشت‌پذیر و ارگودیک باشد،𝑃اگر 

𝜏mix(𝑃 ) ≤ 1
MLS(𝑃)

(log log 1
𝜇min

+ log 8).

۸/۴۱



قدمزدن ‌پایین-بالا

𝑈) توزیعی روی 𝜇اگر 
𝑘  نمایش میدهیم.𝜇𝑠-تایی آن را با 𝑠 باشد، حاشیه‌های (

عملگر ‌پایین

𝐷𝜇
𝑟→ℓ : supp(𝜇𝑟) → supp(𝜇ℓ)

𝐷𝜇
𝑟→ℓ(𝑇 , 𝑆) = 1

(𝑟
ℓ)

عملگر بالا

𝑈𝜇
ℓ→𝑟 : supp(𝜇ℓ) → supp(𝜇𝑟)

𝑈𝜇
ℓ→𝑟(𝑆, 𝑇 ) = 𝜇𝑟(𝑇 )

(𝑟
ℓ)𝜇ℓ(𝑆)

۹/۴۱



قدمزدن ‌پایین-بالا

𝑈) توزیعی روی 𝜇اگر 
𝑘  نمایش میدهیم.𝜇𝑠-تایی آن را با 𝑠 باشد، حاشیه‌های (

عملگر ‌پایین

𝐷𝜇
𝑟→ℓ : supp(𝜇𝑟) → supp(𝜇ℓ)

𝐷𝜇
𝑟→ℓ(𝑇 , 𝑆) = 1

(𝑟
ℓ)

عملگر بالا

𝑈𝜇
ℓ→𝑟 : supp(𝜇ℓ) → supp(𝜇𝑟)

𝑈𝜇
ℓ→𝑟(𝑆, 𝑇 ) = 𝜇𝑟(𝑇 )

(𝑟
ℓ)𝜇ℓ(𝑆)

 هر دو بازگشت‌پذیر و مثبتنیمه‌معین هستند.𝑈ℓ→𝑟𝐷𝑟→ℓ و بالا-‌پایین 𝐷𝑟→ℓ𝑈ℓ→𝑟قدمزدن ‌پایین-بالا 

۹/۴۱



2[𝑛] ↪︎ ([𝑛] × {0, 1}
𝑛

)

𝑥 ↦ {(𝑖, 𝑥𝑖)}𝑖∈[𝑛]

۱۰/۴۱



2[𝑛] ↪︎ ([𝑛] × {0, 1}
𝑛

)

𝑥 ↦ {(𝑖, 𝑥𝑖)}𝑖∈[𝑛]

قدمزدن ‌پایین-بالا همان دینامیک گلابر است.

۱۰/۴۱



استقلال طیفی: مقدمات

۱۱/۴۱



استقلال طیفی
ℐ︀𝜇(𝑖, 𝑗) = {ℙ[𝑗 ∈ 𝑆 | 𝑖 ∈ 𝑆] − ℙ[𝑗 ∈ 𝑆] 𝑖 ≠ 𝑗

1 − ℙ[𝑖 ∈ 𝑆] 𝑖 = 𝑗

۱۲/۴۱



استقلال طیفی
ℐ︀𝜇(𝑖, 𝑗) = {ℙ[𝑗 ∈ 𝑆 | 𝑖 ∈ 𝑆] − ℙ[𝑗 ∈ 𝑆] 𝑖 ≠ 𝑗

1 − ℙ[𝑖 ∈ 𝑆] 𝑖 = 𝑗

گزاره

ℐ︀𝜇 = diag(ℙ[𝑖 ∈ 𝑆])−1 Cov(𝜇)

۱۲/۴۱



استقلال طیفی
ℐ︀𝜇(𝑖, 𝑗) = {ℙ[𝑗 ∈ 𝑆 | 𝑖 ∈ 𝑆] − ℙ[𝑗 ∈ 𝑆] 𝑖 ≠ 𝑗

1 − ℙ[𝑖 ∈ 𝑆] 𝑖 = 𝑗

گزاره

ℐ︀𝜇 = diag(ℙ[𝑖 ∈ 𝑆])−1 Cov(𝜇)

(۲۰۲۱ )اناری، لیو و اویس قرن، تعریف
𝜇 را 𝜂مینامیم اگر-مستقل طیفی 

𝜆max(ℐ︀𝜇) ≤ 1 + 𝜂.

,𝜇 ،(𝜂0همچنین  …, 𝜂𝑛−2) مستقل طیفی است اگر هر ‌پیوند-𝜇𝑇 با |𝑇 | = 𝑘 ،𝜂𝑘 مستقل طیفی-
باشد.

۱۲/۴۱



استقلال طیفی و زمان آمیختگی

(۲۰۲۱ )اناری، لیو و اویس قرن، قضیه
𝑈) روی 𝜇اگر 

𝑛 ) ،(𝜂0, …, 𝜂𝑛−2) مستقل طیفی باشد، برای قدمزدن ‌پایین-بالای-𝑃𝜇داریم 

𝛾(𝑃𝜇) ≥ 1
𝑛

∏
𝑛−2

𝑘=0
(1 − 𝜂𝑘

𝑛 − 𝑘 − 1
).

۱۳/۴۱



𝑄𝜇 = 2(𝑈1→2𝐷2→1 − 1
2
𝐼)

۱۴/۴۱



𝑄𝜇 = 2(𝑈1→2𝐷2→1 − 1
2
𝐼)

(۲۰۲۱ )اناری، لیو و اویس قرن، گزاره

ℐ︀𝜇 = 𝐼 + (𝑛 − 1)(𝑄𝜇 − 𝑛
𝑛 − 1

𝟏 ⊗ 𝜇1)

𝜆max(ℐ︀𝜇) ≤ 1 + 𝜂 ⇔ 𝜆2(𝑄𝜇) ≤ 𝜂
𝑛 − 1

۱۴/۴۱



𝑄𝜇 = 2(𝑈1→2𝐷2→1 − 1
2
𝐼)

(۲۰۲۱ )اناری، لیو و اویس قرن، گزاره

ℐ︀𝜇 = 𝐼 + (𝑛 − 1)(𝑄𝜇 − 𝑛
𝑛 − 1

𝟏 ⊗ 𝜇1)

𝜆max(ℐ︀𝜇) ≤ 1 + 𝜂 ⇔ 𝜆2(𝑄𝜇) ≤ 𝜂
𝑛 − 1

(۲۰۲۳ )لیو، قضیه

𝛾(𝑃) ≥ 𝑛 − 1
𝑛

𝛾(𝑄) min
𝑢∈𝑈

𝛾(𝑃𝑢)

۱۴/۴۱



آمیختگی سریع زنجیر تعویض ‌پایه‌ی ماترویدها

تعریف
(𝑈, 𝑋) است اگرماتروید 

۱.𝑆 ∈ 𝑋, 𝑇 ⊆ 𝑆 ⇒ 𝑇 ∈ 𝑋و ،
,𝑆اگر .۲ 𝑇 ∈ 𝑋 و |𝑆| < |𝑇 𝑖، وجود دارد | ∈ 𝑇 ∖ 𝑆 که 𝑆 ∪ {𝑖} ∈ 𝑋.

 مینامیم.مرتبه مینامیم. اندازه‌ی مشترک ‌پایه‌ها را ‌پایهمجموعه‌های ماکسیمال مستقل را 

۱۵/۴۱



آمیختگی سریع زنجیر تعویض ‌پایه‌ی ماترویدها

تعریف
(𝑈, 𝑋) است اگرماتروید 

۱.𝑆 ∈ 𝑋, 𝑇 ⊆ 𝑆 ⇒ 𝑇 ∈ 𝑋و ،
,𝑆اگر .۲ 𝑇 ∈ 𝑋 و |𝑆| < |𝑇 𝑖، وجود دارد | ∈ 𝑇 ∖ 𝑆 که 𝑆 ∪ {𝑖} ∈ 𝑋.

 مینامیم.مرتبه مینامیم. اندازه‌ی مشترک ‌پایه‌ها را ‌پایهمجموعه‌های ماکسیمال مستقل را 

(۲۰۲۴ )اناری، لیو، اویس قرن و وینزنت، قضیه
𝑤برای هر  : 𝑈 → ℝ>0 توزیع 𝜇𝑀,𝑤(𝐴) ∝ ∏𝑥∈𝐴 𝑤(𝑥) روی ‌پایه‌های یک ماتروید توزیعی 

(0, …, -مستقل طیفی است.(0
بنابراین، زنجیر تعویض ‌پایه )قدمزدن ‌پایین-بالا( در زمان چندجمله‌ای آمیخته میشود.

۱۵/۴۱



طرح اثبات

(۲۰۲۴ )اناری، لیو، اویس قرن و وینزنت، قضیه
-مستقل طیفی است.(0) روی ‌پایه‌های هر ماتروید با مرتبه‌ی دو 𝜇𝑀,𝑤توزیع 

۱۶/۴۱



طرح اثبات

(۲۰۲۴ )اناری، لیو، اویس قرن و وینزنت، قضیه
-مستقل طیفی است.(0) روی ‌پایه‌های هر ماتروید با مرتبه‌ی دو 𝜇𝑀,𝑤توزیع 

(۲۰۱۷ )رخنه به ‌پایین؛ او‌پنهایم، قضیه
 تحویلنا‌پذیر باشد𝑄𝜇اگر 

∀𝑢 𝜆2(𝑄𝜇𝑢
) ≤ 𝜆 ⇒ 𝜆2(𝑄𝜇) ≤ 𝜆

1 − 𝜆
.

۱۶/۴۱



چندجمله‌ایهای لگاریتممقعر

۱۷/۴۱



چندجمله‌ایهای مولد

𝑈) روی 𝜇برای توزیع 
𝑘 ):

𝑔𝜇(𝑧) = ∑
𝑆∈(𝑈

𝑘 )

𝜇(𝑆) ∏
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

۱۸/۴۱



چندجمله‌ایهای مولد

𝑈) روی 𝜇برای توزیع 
𝑘 ):

𝑔𝜇(𝑧) = ∑
𝑆∈(𝑈

𝑘 )

𝜇(𝑆) ∏
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

:[𝑛]2 روی 𝜇برای توزیع 

𝑓𝜇(𝑧) = ∑
𝑆⊂[𝑛]

𝜇(𝑆) ∏
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

۱۸/۴۱



استقلال طیفی و هندسه‌ی چندجمله‌ایها

گزاره

ℐ︀𝜇 − 𝐼 = diag(∇𝑔𝜇(𝟏))−1∇2 log 𝑔𝜇(𝟏)

۱۹/۴۱



استقلال طیفی و هندسه‌ی چندجمله‌ایها

گزاره

ℐ︀𝜇 − 𝐼 = diag(∇𝑔𝜇(𝟏))−1∇2 log 𝑔𝜇(𝟏)

(۲۰۲۴ )اناری، لیو، اویس قرن و وینزنت، قضیه
𝜇 ،(0, …,  لگاریتممقعر باشند.𝟏 و تمام مشتقاتش در 𝑔𝜇-مستقل طیفی است اگر و فقط اگر (0

۱۹/۴۱



استقلال طیفی و صفرهای چندجمله‌ایها

۲۰/۴۱



چندجمله‌ایهای ‌پایدار حقیقی

تعریف
𝑓چندجمله‌ای  ∈ ℝ[𝑧1, …, 𝑧𝑛] است اگر‌پایدار حقیقی 

∀𝑖 ∈ [𝑛] ℑ(𝑧0) > 0 ⇒ 𝑓(𝑧1, …, 𝑧𝑛) ≠ 0.

۲۱/۴۱



چندجمله‌ایهای ‌پایدار حقیقی

تعریف
𝑓چندجمله‌ای  ∈ ℝ[𝑧1, …, 𝑧𝑛] است اگر‌پایدار حقیقی 

∀𝑖 ∈ [𝑛] ℑ(𝑧0) > 0 ⇒ 𝑓(𝑧1, …, 𝑧𝑛) ≠ 0.

قضیه
 لگاریتممقعر است.ℝ𝑛 ‌پایدار حقیقی باشد، در 𝑓اگر 

۲۱/۴۱



چندجمله‌ایهای ‌پایدار حقیقی

تعریف
𝑓چندجمله‌ای  ∈ ℝ[𝑧1, …, 𝑧𝑛] است اگر‌پایدار حقیقی 

∀𝑖 ∈ [𝑛] ℑ(𝑧0) > 0 ⇒ 𝑓(𝑧1, …, 𝑧𝑛) ≠ 0.

قضیه
 لگاریتممقعر است.ℝ𝑛 ‌پایدار حقیقی باشد، در 𝑓اگر 

نتیجه
 لگاریتممقعر هستند.𝟏 ‌پایدار حقیقی باشد، خودش و تمام مشتقاتش در 𝑓اگر 

۲۱/۴۱



فرایندهای نقطه‌ای دترمینانی

𝐿 ⪰ 0

𝜇(𝑆) ∝ det(𝐿𝑆,𝑆)

۲۲/۴۱



فرایندهای نقطه‌ای دترمینانی

𝐿 ⪰ 0

𝜇(𝑆) ∝ det(𝐿𝑆,𝑆)

(۲۰۰۹ )بورچا، برندن و لیگت، قضیه
چندجمله‌ای مولد هر فرایند نقطه‌ای دترمینانی ‌پایدار حقیقی است.

۲۲/۴۱



فرایندهای نقطه‌ای دترمینانی

𝐿 ⪰ 0

𝜇(𝑆) ∝ det(𝐿𝑆,𝑆)

(۲۰۰۹ )بورچا، برندن و لیگت، قضیه
چندجمله‌ای مولد هر فرایند نقطه‌ای دترمینانی ‌پایدار حقیقی است.

نتیجه
⋅)𝜇توزیع  | |𝑆| = 𝑘) 0) توزیعی, …, -مستقل طیفی است.(0

۲۲/۴۱



استقلال آنترو‌پیک

۲۳/۴۱



استقلال آنترو‌پیک

KL(𝜈 ‖ 𝜇) = ∑
𝑥∈Ω

𝜈(𝑥) log 𝜈(𝑥)
𝜇(𝑥)

۲۴/۴۱



استقلال آنترو‌پیک

KL(𝜈 ‖ 𝜇) = ∑
𝑥∈Ω

𝜈(𝑥) log 𝜈(𝑥)
𝜇(𝑥)

(۲۰۲۱ )اناری، جین، کولر، فام و وونگ، تعریف
) روی 𝜇توزیع  [𝑛]

𝑘 𝛼 را برای ( ∈ (0, 1] ،( 1
𝛼)مینامیم اگر برای هر -مستقل آنترو‌پیک 𝜈 داشته 

باشیم

KL(𝜈𝐷𝑘→1 ‖ 𝜇𝐷𝑘→1) ≤ 1
𝛼𝑘

KL(𝜈 ‖ 𝜇).

۲۴/۴۱



لگاریتممقعر بودن کسری

تعریف
𝑓 را 𝛼روی -لگاریتممقعر کسری 𝐴مینامیم اگر 

log 𝑓(𝑧𝛼
1 , …, 𝑧𝛼

𝑛)

 مقعر باشد.𝐴روی 

۲۵/۴۱



گزاره

𝛼/1) توزیعی 𝜇توزیع  − -مستقل طیفی است.(1

⇕

𝑔𝜇 𝟏 در ،𝛼.لگاریتممقعر کسری است-

۲۶/۴۱



گزاره

𝛼/1) توزیعی 𝜇توزیع  − -مستقل طیفی است.(1

⇕

𝑔𝜇 𝟏 در ،𝛼.لگاریتممقعر کسری است-

(۲۰۲۴ )اناری، جین، کولر، فام و وونگ قضیه

-مستقل آنترو‌پیک است.(𝛼/1) توزیعی 𝜇توزیع 

⇕

∀(𝑧1, …, 𝑧𝑛) ∈ ℝ𝑛
≥0 𝑔𝜇(𝑧𝛼

1 , …, 𝑧𝛼
𝑛)1/𝑘𝛼 ≤ ∑

𝑖
𝑝𝑖𝑧𝑖

۲۶/۴۱



(۲۰۲۴ )اناری، جین، کولر، فام و وونگ قضیه
ℝ𝑛 روی 𝑔𝜇اگر 

≥0 𝛼 ،لگاریتممقعر کسری باشد-𝜇 تحت هر میدان خارجی (1/𝛼) مستقل-
-مستقل آنترو‌پیک هستند.(𝛼/1) نیز 𝜇آنترو‌پیک است. ‌پیوندهای 

۲۷/۴۱



موضعیسازی تصادفی

۲۸/۴۱



موضعیسازی تصادفی

(۲۰۲۵ )چن و الدان، تعریف
دنباله‌ی تصادفی

𝜈0 ⇝ 𝜈1 ⇝ … ⇝ 𝜈𝑛

 است اگر𝜈فرایند موضعیسازی از  Ωاز توزیعهای روی 
۱.𝜈0 = 𝜈،
𝑡برای .۲ ∈ [𝑛] داشته باشیم 𝔼[𝜈𝑡+1(𝑥) | 𝜈0(𝑥), …, 𝜈𝑡(𝑥)] = 𝜈𝑡(𝑥)و ،
 متمرکز در یک نقطه باشد.𝜈𝑛با احتمال یک .۳

۲۹/۴۱



دو نمونه از موضعیسازی

مختصه‌به‌مختصه:

Ω = 2[𝑛] 𝑌 ∼ 𝜈 𝜎 ∼ 𝑆𝑛 𝜈𝑖 = 𝜈𝑖−1(⋅ | 𝑋𝜎𝑖
= 𝑌𝜎𝑖

)

۳۰/۴۱



دو نمونه از موضعیسازی

مختصه‌به‌مختصه:

Ω = 2[𝑛] 𝑌 ∼ 𝜈 𝜎 ∼ 𝑆𝑛 𝜈𝑖 = 𝜈𝑖−1(⋅ | 𝑋𝜎𝑖
= 𝑌𝜎𝑖

)

آشکارسازی اعضا:

Ω = (𝑈
𝑛

) 𝑇 ∼ 𝜈 (𝑋1, …, 𝑋𝑘) ∼ 𝑇 ترتیب‌ها روی 𝜈𝑖 = 𝜈𝑖−1(⋅ | 𝑋𝑖 ∈ 𝑆)

۳۰/۴۱



دینامیک وابسته به موضعیسازی

 باشیم:𝑥اگر اکنون در حالت 

۱.𝜈𝜏 را مشروط بر 𝜈𝑛 = 𝛿𝑥.نمونه میگیریم 
 نمونه میگیریم.𝜈𝜏حالت بعدی را از .۲

۳۱/۴۱



دینامیک وابسته به موضعیسازی

 باشیم:𝑥اگر اکنون در حالت 

۱.𝜈𝜏 را مشروط بر 𝜈𝑛 = 𝛿𝑥.نمونه میگیریم 
 نمونه میگیریم.𝜈𝜏حالت بعدی را از .۲

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝔼[𝜈𝜏(𝑥)𝜈𝜏(𝑦)
𝜈(𝑥)

]

۳۱/۴۱



دینامیک وابسته به موضعیسازی

 باشیم:𝑥اگر اکنون در حالت 

۱.𝜈𝜏 را مشروط بر 𝜈𝑛 = 𝛿𝑥.نمونه میگیریم 
 نمونه میگیریم.𝜈𝜏حالت بعدی را از .۲

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝔼[𝜈𝜏(𝑥)𝜈𝜏(𝑦)
𝜈(𝑥)

]

𝑛قدمزدن ‌پایین-بالای  ↔︎ 𝑘 همان دینامیک وابسته به موضعیسازی آشکارسازی اعضا و 𝜏 = 𝑛 − 𝑘 
است.

۳۱/۴۱



نابرابریهای تابعی

(۲۰۲۵ )چن و الدان، قضیه

𝛾(𝑃) = inf
𝜑

𝔼[Var𝜈𝜏
[𝜑]]

Var𝜈 [𝜑]

MLS(𝑃) ≥ inf
𝑓

𝔼[Ent𝜈𝜏
[𝑓]]

Ent𝜈 [𝑓]

۳۲/۴۱



حفظ آنترو‌پی با فرض استقلال آنترو‌پیک

در موضعیسازی آشکارسازی اعضا

𝑚 = 𝑘 − 𝑖 𝑎𝑖 = 𝔼𝜈𝑖
[𝑓] 𝜈𝑖 = 𝑓𝜈𝑖/𝑎𝑖

۳۳/۴۱



حفظ آنترو‌پی با فرض استقلال آنترو‌پیک

در موضعیسازی آشکارسازی اعضا

𝑚 = 𝑘 − 𝑖 𝑎𝑖 = 𝔼𝜈𝑖
[𝑓] 𝜈𝑖 = 𝑓𝜈𝑖/𝑎𝑖

𝔼[Ent𝜈𝑖+1
(𝑓) | 𝜈𝑖] = Ent𝜈𝑖

(𝑓) − 𝑎𝑖 KL(𝜈𝑖𝐷𝑚→1 ‖ 𝜈𝑖𝐷𝑚→1)

≥ Ent𝜈𝑖
(𝑓) − 𝑎𝑖

𝛼(𝑘 − 𝑖)
KL(𝜈𝑖 ‖ 𝜈𝑖)

= (1 − 1
𝛼(𝑘 − 𝑖)

)Ent𝜈𝑖
(𝑓)

۳۳/۴۱



(۲۰۲۴ )اناری، جین، کولر، فام و وونگ قضیه
𝑘-مستقل آنترو‌پیک باشند، برای قدمزدن ‌پایین-بالای (𝛼/1) و تمام ‌پیوندهایش 𝜇اگر  ↔︎ ℓ

MLS ≥ ∏
ℓ−1

𝑖=0
(1 − 1

𝛼(𝑘 − 𝑖)
).

۳۴/۴۱



استقلال آنترو‌پیک و صفرهای 
چندجمله‌ایها

۳۵/۴۱



محدودیتهای ‌پایداری حقیقی

𝐿 = (
1
1
2

1
2
1
) ≻ 0

۳۶/۴۱



محدودیتهای ‌پایداری حقیقی

𝐿 = (
1
1
2

1
2
1
) ≻ 0

𝑓𝜇𝐿
= 4

15
+ 4

15
𝑥1 + 4

15
𝑥2 + 1

5
𝑥1𝑥2

‌پایدار حقیقی و لگاریتممقعر است.

۳۶/۴۱



محدودیتهای ‌پایداری حقیقی

𝐿 = (
1
1
2

1
2
1
) ≻ 0

𝑓𝜇𝐿
= 4

15
+ 4

15
𝑥1 + 4

15
𝑥2 + 1

5
𝑥1𝑥2

‌پایدار حقیقی و لگاریتممقعر است.

𝑔𝜇𝐿
= 4

15
𝑦1𝑦2 + 4

15
𝑥1𝑦2 + 4

15
𝑦1𝑥2 + 1

5
𝑥1𝑥2

نه ‌پایدار حقیقی است و نه لگاریتممقعر.

۳۶/۴۱



Ψ𝜇(𝑖,𝑗) = {Pr𝑋∼𝜇[𝑋𝑗 = 1 | 𝑋𝑖 = 1] − Pr𝑋∼𝜇[𝑋𝑗 = 1 | 𝑋𝑖 = 0] 𝑖 ≠ 𝑗
1 𝑖 = 𝑗

۳۷/۴۱



‌پایداری قطاعی

Γ𝛼 = {exp(𝑥 + 𝑖𝑦) : 𝑥 ∈ ℝ, |𝑦| < 𝛼𝜋
2
}

۳۸/۴۱



‌پایداری قطاعی

Γ𝛼 = {exp(𝑥 + 𝑖𝑦) : 𝑥 ∈ ℝ, |𝑦| < 𝛼𝜋
2
}

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ قضیه
-‌پایدار باشد، آنگاه𝑓𝜇 ،Γ𝛼اگر 

∑
𝑗

|Ψ𝜇(𝑖, 𝑗)| ≤ 2
𝛼

, 𝜆max(Ψ𝜇) ≤ 2
𝛼

.

۳۸/۴۱



‌پایداری قطاعی

Γ𝛼 = {exp(𝑥 + 𝑖𝑦) : 𝑥 ∈ ℝ, |𝑦| < 𝛼𝜋
2
}

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ قضیه
-‌پایدار باشد، آنگاه𝑓𝜇 ،Γ𝛼اگر 

∑
𝑗

|Ψ𝜇(𝑖, 𝑗)| ≤ 2
𝛼

, 𝜆max(Ψ𝜇) ≤ 2
𝛼

.

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ قضیه
ℝ𝑛 و هم همگنشده‌ی آن روی 𝑓𝜇-‌پایدار باشد، هم 𝑓𝜇 ،Γ𝛼اگر 

≥0 (𝛼/2).لگاریتممقعر کسریاند-

۳۸/۴۱



کاربرد اول: فرایند نقطه‌ای دترمینانی نامتقارن

𝐿 ∈ ℝ𝑛×𝑛 𝐿 + 𝐿⊤ ⪰ 0

۳۹/۴۱



کاربرد اول: فرایند نقطه‌ای دترمینانی نامتقارن

𝐿 ∈ ℝ𝑛×𝑛 𝐿 + 𝐿⊤ ⪰ 0

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ قضیه
𝑓𝜇𝐿

-‌پایدار است.Γ1 یک چندجمله‌ای 

۳۹/۴۱



کاربرد اول: فرایند نقطه‌ای دترمینانی نامتقارن

𝐿 ∈ ℝ𝑛×𝑛 𝐿 + 𝐿⊤ ⪰ 0

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ قضیه
𝑓𝜇𝐿

-‌پایدار است.Γ1 یک چندجمله‌ای 

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ نتیجه
𝑔𝜇𝐿

-لگاریتممقعر کسری است.(1/2) یک چندجمله‌ای 

۳۹/۴۱



کاربرد اول: فرایند نقطه‌ای دترمینانی نامتقارن

𝐿 ∈ ℝ𝑛×𝑛 𝐿 + 𝐿⊤ ⪰ 0

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ قضیه
𝑓𝜇𝐿

-‌پایدار است.Γ1 یک چندجمله‌ای 

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ نتیجه
𝑔𝜇𝐿

-لگاریتممقعر کسری است.(1/2) یک چندجمله‌ای 

(۲۰۲۱ )اناری، جین، کولر، فام و وونگ، نتیجه
𝑛قدمزدن  ↔ 𝑛 − MLS دارای 2 = Ω(1/𝑛2).است 

۳۹/۴۱



کاربرد دوم: مدل مونومر–دیمر
مونومر: رأس ‌پوشانده‌نشده

دیمر: یال داخل تطابق
𝜇(𝑀 (تطابق ∝ ∏

𝑒∈𝑀
𝑤(𝑒) ∏

𝑣∉𝑉 (𝑀)
𝑧(𝑣)

۴۰/۴۱



کاربرد دوم: مدل مونومر–دیمر
مونومر: رأس ‌پوشانده‌نشده

دیمر: یال داخل تطابق
𝜇(𝑀 (تطابق ∝ ∏

𝑒∈𝑀
𝑤(𝑒) ∏

𝑣∉𝑉 (𝑀)
𝑧(𝑣)

(۱۹۷۲ )هایلمن و لیب قضیه
-‌پایدار است.2𝑉 ،Γ1چندجمله‌ای مولد توزیع مونومرها به عنوان توزیعی روی 

۴۰/۴۱



کاربرد دوم: مدل مونومر–دیمر
مونومر: رأس ‌پوشانده‌نشده

دیمر: یال داخل تطابق
𝜇(𝑀 (تطابق ∝ ∏

𝑒∈𝑀
𝑤(𝑒) ∏

𝑣∉𝑉 (𝑀)
𝑧(𝑣)

(۱۹۷۲ )هایلمن و لیب قضیه
-‌پایدار است.2𝑉 ،Γ1چندجمله‌ای مولد توزیع مونومرها به عنوان توزیعی روی 

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ نتیجه
-‌پایدار است.Γ1/2همگنشده‌ی آن 

۴۰/۴۱



کاربرد دوم: مدل مونومر–دیمر
مونومر: رأس ‌پوشانده‌نشده

دیمر: یال داخل تطابق
𝜇(𝑀 (تطابق ∝ ∏

𝑒∈𝑀
𝑤(𝑒) ∏

𝑣∉𝑉 (𝑀)
𝑧(𝑣)

(۱۹۷۲ )هایلمن و لیب قضیه
-‌پایدار است.2𝑉 ،Γ1چندجمله‌ای مولد توزیع مونومرها به عنوان توزیعی روی 

(۲۰۲۱ )علیمحمدی، اناری، شیراگور و وونگ نتیجه
-‌پایدار است.Γ1/2همگنشده‌ی آن 

(۲۰۲۱ )اناری، جین، کولر، فام و وونگ، نتیجه
𝑛قدمزدن  ↔ 𝑛 − MLS دارای 2 = Ω(1/𝑛2).است 

۴۰/۴۱



، نصیرالدین طوسی، بیتاریخجوامع الحساب بالتخت والتراب
O Bj. 4کتابخانه‌ی دانشگاه او‌پسالا، شماره‌ی قفسه 


