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نمادگذاری قراردادهای

احتمال توزیع های و ͬ اند متناه مجموعەها شود، تصریح آن خلاف آنکه مͽر پایان نامه، این سراسر در
ͬ شوند. م تعریف متناهͬ مجموعەهای روی

حقیقͬ حقیقͬ، صحیح، نامنفͬ، صحیح اعداد مجموعەی بەترتیب C و ،R>0 ،R≥0 ،R ،Z ،N −
مختلط اند. و مثبت، حقیقͬ نامنفͬ،

زیرمجموعەهای مجموعەی
(

U
k

)
و ،[n] زیرمجموعەهای مجموعەی 2[n] ،[n] = {1, . . . , n} −

است. U k⁃عضوی

است. Ω روی احتمال توزیع های مجموعەی P(Ω) و نمونه فضای یا حالت فضای معمولا˟ Ω −

و است شده نمونەگیری µ مطابق X یعنͬ X ∼ µ احتمال اند؛ توزیع های معمولا˟ π و ،ν ،µ −
است. x در متمرکز نقطەای توزیع δx

و واریانس، Varµ[X] ریاضͬ، امید Eµ[X] یا E[X] ،A رخداد احتمال Pµ[A] یا P[A] −
ͬ دهد. م نشان را µ توزیع کواریانس ماتریس Cov(µ) است؛ کواریانس Covµ[X, Y ]

صورت های بەترتیب P[̄i] و P[i] همچنین است؛ µ پشتیبان supp(µ) = {x : µ(x) > 0} −
هستند. PS∼µ[i /∈ S] و PS∼µ[i ∈ S] کوتاەشدەی

است. µ جرم مرکز یا میانگین b(µ) = EX∼µ[X] −

استاندارد پایەی iام بردار ei و ،S مشخصەی بردار 1S ،ͷتمام ی بردار 1 همانͬ، ماتریس Id −
است.

diag(A) و ،a1, . . . , an قطری درایەهای با قطری ماتریس diag(a1, . . . , an) ،A ترانهادەی A> −
است. A غیرقطری درایەهای کردن صفر از حاصل ماتریس

است. A عملͽری نرم ‖A‖OP و اقلیدسͬ داخلͬ ضرب 〈x, y〉 −

چهارم



داخلͬ ضرب این به نسبت تعامد f ⊥µ g و است µ با وزن دار داخلͬ ضرب 〈f, g〉µ = Eµ[fg] −
ͬ دهد. م نشان را

است. B و A ماتریس های کرونکر ضرب A ⊗ B −

نسبت را ترتیب همین A �µ B و A �µ B ͬ دهند؛ م نشان را لوونر ترتیب A � B و A � B −
ͬ دهند. م نشان µ با وزن دار داخلͬ ضرب به

λⅿax(A) = λ1(A) و ͬ شوند م مرتب λn(A) ≤ · · · ≤ λ1(A) صورت به A ویژەی مقادیر −
است. A ویژەی مقدار بزرگترین

آنتروپی یا کولبͷ⁃لایبلر، فاصلەی DKⅬ(ν‖µ) و ν و µ میان کلͬ تغییرات فاصلەی dTV(µ, ν) −
است. µ به نسبت ν نسبی،

آغازین، حالت روی آن بیشینەی τⅿix(P ; ϵ) ،ϵ دقت با x حالت از آمیختگͬ زمان τⅿix(P ; x; ϵ) −
است. زنجیر آمیختگͬ زمان τⅿix(P ) = τⅿix(P ; 1/4) و

است. P مارکف زنجیر مطلق طیفͬ شͺاف γ∗(P ) و طیفͬ، شͺاف γ(P ) −

لͽاریتمͬ سوبولف ثابت ρⅯⅬSI(P ) آنتروپی، تابعک Entµ(f) دیریشله، فرم EP (f, g) −
است. P مارکف زنجیر آنتروپی انقباض ثابت δ(P ) و اصلاح شده،

است. T اعضای حضور به مشروط µ توزیع µT و است µ همͽن توزیع s سطح حاشیەی µs −

قدم زدن Dµ
r→ℓU

µ
ℓ→r است؛ r به ℓ سطح از بالا عملͽر Uµ

ℓ→r و ℓ به r سطح از پایین عملͽر Dµ
r→ℓ −

باشد، مشخص متن از µ هرگاه ͬ دهد. م نشان را بالا–پایین قدم زدن Uµ
ℓ→rD

µ
r→ℓ و پایین–بالا

ͬ شود. م حذف آن بالانویس

است. λ خارجͬ میدان تحت µ توزیع λ ∗ µ −

fhoⅿ و ،2[n] روی توزیع ͷی مولد چندجملەای fµ همͽن، توزیع ͷی مولد چندجملەای gµ −
در [n] مͺمل نسخەی ¯[n] = {1̄, . . . , n̄} هستند؛ µ و f همͽن سازی بەترتیب µhoⅿ و

است. همͽن سازی

است. f هسین ∇2f و گرادیان، ∇f ،∂Sf = ∏
i∈S ∂if ،zi متغیر به نسبت جزئͬ مشتق ∂if −

مختلط اند. و حقیقͬ چندجملەای حلقەهای بەترتیب C[z1, . . . , zn] و R[z1, . . . , zn] −

پنجم



متناظر موضعͬ قدم زدن Qµ است؛ µ دوطرفەی تأثیر ماتریس Ψµ و یͷ طرفه تأثیر ماتریس Iµ −
ͬ دهد. م نشان را µ با

است. απ گشودگͬ با قطاعͬ Γα −

ششم



مقدمه

مجموعەای Ω کنید فرض است. کامپیوتر علوم در مسائل مهم ترین از احتمال توزیع های از نمونەگیری
از عضوی که است تصادفͬ الͽوریتمͬ طراحͬ ما قصد باشد. آن روی احتمالͬ توزیع µ و متناهͬ
ͬ توانیم م نباشد مقدور الͽوریتمͬ چنین طراحͬ اگر بدهد. خروجͬ µ در آن احتمال با مطابق را Ω

در دهیم. تغییر µ در آن احتمال به ͷنزدی احتمالͬ با Ω از عضوی دادن خروجͬ به را خود خواستەی
ͷی صورت به Ω اعضای تمام احتمال یعنͬ باشد، شده توصیف کامل صورت به µ توزیع که صورتͬ
اندازەی اوقات بسیاری در حال این با است. ساده الͽوریتمͬ چنین طراحͬ باشند، شده داده بردار
با متناهͬ گرافͬ که صورتͬ در مثال برای است. نمایی µ توزیع طبیعͬ توصیف اندازەی به نسبت Ω

روی یͺنواخت توزیع طبق گراف این از مستقل مجموعەای تولید مطلوب و باشد شده داده رأس n

تولید دیͽر مثال هایی باشد. 2n ͬ تواند م حالت بدترین در Ω اندازەی باشد، مستقل مجموعەهای
است. متناهͬ گراف ͷی تصادفͬ q⁃رنگ آمیزی یا تصادفͬ فراگیر۱ جنگل یا تصادفͬ (کامل) تطابق
آن اجرای زمان که کنیم طراحͬ تصادفͬ الͽوریتمͬ که است این مطلوب مسائلͬ چنین با مواجهه در

باشد. چندجملەای µ توصیف طبیعͬ طول در

وزیرانͬ ویجای و والیانت، جروم، از ͷکلاسی نتیجەای نمونەگیری، مستقیم فواید بر علاوه
مسائل برای تقریبی شمارش و تقریبی نمونەگیری محاسبه پیچیدگͬ لحاظ به ͬ دهد م نشان [JVV86]
ͬ کنیم م اشاره حال این با ͬ گذریم. درم خودتحویل پذیری دقیق تعریف از معادل اند. «خودتحویل پذیر»
نوع همان از مسئلەای آن، راەحل از بخشͬ داشتن نگه ثابت اگر است خودتحویل پذیر مسئله ͷی که
بͽیرید. نظر در را G متناهͬ گراف ͷی فراگیر جنگل های دوباره مثال برای بسازد. کوچͺتر اما
را آن در e یال حضور عدم یا حضور تکلیف و بسازیم G از فراگیر جنگل ͷی ͬ خواهیم م کنید فرض
است کافͬ باشد، حاضر ما فراگیر جنگل در نیست قرار e بدانیم که صورتͬ در کردەایم. مشخص
کافͬ باشد، حاضر ما فراگیر جنگل در است قرار e بدانیم اگر بسازیم. G \ {e} از فراگیری جنگل
به سپس و بسازیم G/e از فراگیری جنگل و برسیم G/e گراف به و کنیم منقبض G در را e یال است
آن همبندی مؤلفەهای تعداد و ͬ پوشاند م را رئوس تمام که است دوری بدون زیرگراف فراگیر جنگل از ما ۱مقصود

است. اصلͬ گراف همبندی مؤلفەهای تعداد با برابر

۱



پیدا خود مسئله باقͬ باشیم، کرده مشخص را یال ͷی تکلیف اگر بنابراین کنیم. اضافه را e یال آن
است. کوچͷ تر گراف ͷی از فراگیری جنگل کردن

که است آن G = (V, E) متناهͬ گراف تصادفͬ فراگیر جنگل های تعداد تخمین برای ساده راهͬ
فراگیر جنگل زیرمجموعه این آیا ببینیم و کنیم تولید G یال های از زیرمجموعەای تصادفͬ صورت به
زیرمجموعه n اگر بنابراین و است، 2|E| برابر G یال های زیرمجموعەهای تعداد ͬ دانیم م نه. یا هست

تخمینگر باشند تصادفͬ فراگیر جنگل آن ها از تا m و باشیم کرده تولید E از

Ẑ = 2|E| m

n

جنگل های تعداد معمولا˟ که آنجا از حال این با است. G فراگیر جنگل های تعداد از نااریب تخمینگری
مدت و است زیاد بسیار تخمینگر این نسبی خطای است، E زیرمجموعەهای از کمتر بسیار فراگیر
فراگیر جنگل های تعداد از از معقولͬ تخمین شیوه این با تا شد خواهد سپری زیادی بسیار زمان

باشیم. داشته

فراگیر جنگل ͷی معقول زمانͬ در G متناهͬ گراف دریافت از پس بتوانیم کنید فرض حال
یال های روی و است یال n دارای G کنید فرض کنیم. تولید G از یͺنواخت تقریباً توزیع با تصادفͬ

فراگیر جنگل و بزنید شماره آن
F = {f1, f2, · · · , fk}

تعداد Zi با 1 ≤ i ≤ n برای و دهید نمایش را فراگیر جنگل های تعداد Z0 با بͽیرید. نظر در را
اگر فقط و اگر هست F ′ در jام یال 1 ≤ j ≤ i برای که دهید نمایش را G از F ′ فراگیر جنگل های

بنابراین و Zn = 1 بەوضوح باشد. F در jام یال

1
Z0

= Z1

Z0
· Z2

Z1
· · · · · Zn

Zn−1
.

کنیم تولید فراگیری جنگل های یͺنواخت تقریباً توزیع با است کافͬ کسر هر تخمین برای حال
خواهند F مطابق هم بعدی یال در آن ها از سهمͬ چه ببینیم و هستند F مطابق خاص یالͬ تا که
از تصادفͬ فراگیر جنگل تولید خود جنگل هایی، چنین تولید خودتحویل پذیری مطابق اما بود.
F هوشمندانەی انتخاب صورت در دید خواهیم لازم محاسبات انجام با است. کوچͷ تر گرافͬ
احتمال با آنکه برای شود) انجام نمونەگیری ها نتایج مطابق و الͽوریتم اجرای طͬ در ͬ تواند م (که
و گراف اندازەی در لازم نمونەهای تعداد باشد، ((1 − ϵ)Z0, (1 + ϵ)Z0) بازەی در ما تخمین بالا
شمارش باشد، ممͺن چندجملەای زمان در تقریبی نمونەگیری اگر بنابراین است. چندجملەای ϵ−1

و الͽوریتم این با مرتبط محاسبات جزئیات برای را علاقەمند خوانندەی است. ممͺن نیز تقریبی
ͬ دهیم. م ارجاع [JVV86] به تقریبی شمارش از استفاده با تقریبی نمونەگیری الͽوریتم همچنین

۲



زنجیر بر مبتنͬ کارلوی مونته پارادایم تقریبی نمونەگیری الͽوریتم های طراحͬ پارادایم های از ͬͺی
که است Ω اعضای روی گسسته تصادفͬ ͷدینامی ͷی Ω روی مارکف زنجیر ͷی است. مارکف
سادەای نسبتاً شرایط تحت دارد. بستگͬ t زمان در آن وضعیت به تنها t + 1 زمان در آن وضعیت
توزیعͬ از نمونەگیری برای بنابراین ͬ نامیم. م پایا توزیع را آن که ͬ کند م میل توزیعͬ به مارکف زنجیر
از گام هر اجرای و باشد مطلوب توزیع آن پایای توزیع که بسازیم مارکفͬ زنجیر است کافͬ دادەشده
اجرا کافͬ گام های برای را مارکف زنجیر این است کافͬ سپس باشد. ساده محاسباتͬ لحاظ به آن

است. ͷنزدی پایا توزیع به آن توزیع که آورد خواهیم دست به نمونەای و کنیم

فراگیر جنگل ͷی ͬ خواهیم م و است شده داده ما به G متناهͬ گراف کنید فرض مثال عنوان به
که ͬ کنیم م تعریف گسستەای تصادفͬ ͷدینامی بدهیم. خروجͬ یͺنواخت تقریباً توزیع با را آن از
قرار G از F فراگیر جنگل در t زمان در کنید فرض است. فراگیر جنگل های آن حالات مجموعەی
این با .F − = F \ {e} ͬ دهیم م قرار و ͬ کنیم م انتخاب تصادفͬ طور به را e ∈ F یال باشیم. داشته
را مؤلفه دو این که یال هایی میان از ͬ شود. م شͺسته مؤلفه دو به F همبندی مؤلفەهای از ͬͺی کار
در و F ′ = F − ∪ {f} ͬ دهیم م قرار و ͬ کنیم م انتخاب تصادفͬ طور به را f یال ͬ کنند م متصل هم به
نشان مارکف زنجیرهای نظریەی در ساده تمرینͬ ͬ شویم. م منتقل F ′ فراگیر جنگل به t + 1 زمان
توزیع به فرایند این و است فراگیر جنگل های روی یͺنواخت توزیع زنجیر این پایای توزیع ͬ دهد م

ͬ کند. م میل خود پایای

برای الͽوریتمͬ کاربردهای در ͬ کنند، م تضمین را پایا توزیع به کردن میل ساده شرایطͬ گرچه
که قدر هر متأسفانه شود. ͷنزدی پایا توزیع به کافͬ قدر به معقول زمانͬ در زنجیر که است مهم ما
به نظر مورد مقدار به ما زنجیر که زمانͬ برای دادن کران است، آسان پایا توزیع به کردن میل تضمین
کارلوی مونته «انقلاب عنوان با مقالەای در دیاکونیس پرسͬ است. دشوار ͬ شود م ͷنزدی پایا توزیع

ͬ نویسد: م مارکف» زنجیر بر مبتنͬ

زنجیر بر مبتنͬ کارلوی مونته بپرسید ͬ کنند م زندگͬ من اطراف در که افرادی از اگر
دو درجەی معادلەی حل فرمول بپرسید که است آن مانند ͬ آید، م کار چه به مارکف
کاوش از جنبەای هر در مارکف زنجیر بر مبتنͬ کارلوی مونته نتایج ͬ آید. م کار چه به
علوم تا دقیقه علوم از علم، از حیطه هر ͬ توانید م دارم باور من ͬ شوند... م استفاده علمͬ
بر مبتنͬ کارلوی مونته با مرتبط رشدی حال در آثارگان و بͽیرید، نظر در را اجتماعͬ،
این از کدام هیچ تقریباً که کنم اشاره باید بیابید. علم آن مقاصد برای مارکف زنجیر

[Dia08] نیستند. اجرا زمان از مفیدی عملا́ تحلیل گونه هیچ با همراه کاربردها
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آمیختگͬ زمان باشد، شده ͷنزدی خود پایای توزیع به «کافͬ» قدر به ما مارکف زنجیر که را زمانͬ
جفت سازی از ͬ توان م آمیختگͬ زمان برای بالا کران اثبات برای ͷکلاسی روش های از ͬ نامیم. م او
و تجزیه، و مقایسه بر مبتنͬ تکنیͷ های چندکالایی، شار و کانُنͬ مسیر مسیری، جفت سازی و

برد. نام تابعͬ نابرابری های

فضاهای روی مارکف زنجیرهای آمیختگͬ زمان مطالعەی برای جدید روشͬ طیفͬ استقلال
ͬ کند: م توصیف چنین را رویͺرد این پشت «فلسفه»ی [Liu23] لیو است. بالا ابعاد با حالت

داشته «ساختارمند»ی یا «محدود» ͬ های همبستگ µ بحث مورد احتمال توزیع اگر
ͬ شود. م آمیخته سریعاً µ از نمونەگیری برای سادەای مارکف زنجیر باشد،

توزیع ها از بسیاری دید خواهیم باشد. [n] از k⁃عضوی زیرمجموعەهای روی توزیعͬ µ کنید فرض
مقدارویژەی بزرگترین روی کرانͬ طیفͬ استقلال کرد. تبدیل شͺل این در توزیعͬ به ͬ توان م را
بەتبع که ͬ دهد م نتیجه را ͬ ای تابع نابرابری طیفͬ، استقلال است. µ تأثیر ماتریس نام به ماتریسͬ

صورت به را µ توزیع تأثیر ماتریس ͬ دهد. م دست به آمیختگͬ زمان برای کرانͬ

Iµ(i, j) =


PS∼µ[j ∈ S | i ∈ S] − PS∼µ[j ∈ S] i 6= j

1 − PS∼µ[i ∈ S] i = j

حداکثر Iµ مقدارویژەی بزرگترین اگر ͬ نامیم م طیفͬ η⁃مستقل توزیعͬ را µ توزیع و ͬ کنیم م تعریف
شرط ͬ آیند م دست به آن از که شرطͬ توزیع های تمام و µ اگر شد خواهد مشخص باشد. 1 + η

حالات مجموعەی روی «طبیعͬ» زنجیری آمیختگͬ با مرتبط نتایجͬ کنند، برآورده را طیفͬ استقلال
آمد. خواهد دست به µ

آمیختگͬ اثبات برای آن از و است شده معرفͬ [ALO21] در بار اولین برای طیفͬ استقلال مفهوم
شده استفاده ماتروید ͷی پایەهای روی یͺنواخت توزیع از نمونەگیری برای مارکفͬ زنجیر سریع
شدەاند. معرفͬ ویتنͬ هسلر توسط ۱۹۳۵ سال در که هستند ترکیبیاتͬ ساختارهایی ماترویدها است.
گوییم بͽیرید. نظر در را U زیرمجموعەهای از X مجموعەی و U متناهͬ مجموعەی [Whi35]

اگر است ماتروید (U , X )

و ،T ∈ X باشیم داشته آنگاه T ⊆ S و S ∈ X اگر S, T ⊆ U هر برای .۱

.S ∪ {i} ∈ X چنانکه باشد موجود i ∈ T \ S عضو آنگاه |S| < |T | و S, T ∈ X اگر .۲

ͬ توان م بەسادگͬ ͬ گوییم. م پایه ماکسیمال مستقل مجموعەهای به و مستقل مجموعەی X اعضای به
مرتبەی آن ها مشترک اندازەی به و هم عددند ماتروید ͷی ماکسیمال مستقل مجموعەهای کرد ثابت

۴



توزیعͬ عنوان به ͬ توان م را ماتروید ͷی پایەهای روی یͺنواخت توزیع بنابراین ͬ گوییم. م ماتروید آن
مثال دو گرفت. نظر در دارند عضو نظر مورد ماتروید مرتبەی تعداد به که U زیرمجموعەهای روی
است. یال ها از دور بدون زیرمجموعەهای همراه به متناهͬ گراف ͷی یال های ماترویدها از اساسͬ
روی هم بعد بردارهای از مجموعەای دیͽر مثالͬ هستند. فراگیر جنگل های همان پایەها مثال این در

است. آن ها از مستقل زیرمجموعەهای و میدان ͷی

در کنید فرض است. پایه تعویض زنجیر ماتروید ͷی از نمونەگیری برای طبیعͬ مارکف زنجیر
سپس ͬ رسیم. م A− به ͬ کنیم م حذف تصادف به را A از عضو ͷی داریم. قرار A پایەی روی t زمان
اگر دید ͬ توان م ͬ شویم. م منتقل آن به و ͬ کنیم م انتخاب بەتصادف را A− شامل پایەهای از ͬͺی
زنجیری همان زنجیر این باشد آن یال های از دور بدون زیرمجموعەهای و گراف ͷی ما، ماتروید

کردیم. توصیف تصادفͬ فراگیر جنگل های از نمونەگیری برای که است

زمان در پایه تعویض زنجیر که زدەاند حدس ۱۹۸۹ سال در [Mih92] وزیرانͬ اومش و میهاییل
سال در [ALO21] قرن اویس و لیو اناری، توسط نهایت در حدس این ͬ شود. م آمیخته چندجملەای
از مقدماتͬ بیان از پس ۲ فصل در است. شده ثابت طیفͬ استقلال مفهوم از استفاده با ۲۰۲۱
تعویض زنجیر سریع آمیختگͬ اثبات مارکف، زنجیرهای آمیختگͬ با آن ارتباط و طیفͬ استقلال

کرد. خواهیم بیان را ماترویدها پایەی

توزیع های با مرتبط چندجملەای های تحلیلͬ خواص و طیفͬ استقلال میان ارتباط به ۳ فصل در
[n] متناهͬ زیرمجموعەهای روی توزیعͬ µ که صورتͬ در ویژه طور به پرداخت. خواهیم احتمال

چندجملەای باشد،
gµ(z1, · · · , zn) =

∑
S⊂[n]

µ(S)
∏
i∈S

zi

ارتباطͬ چه توزیع ͷی طیفͬ استقلال داد خواهیم نشان فصل این در ͬ نامیم. م µ مولد چندجملەای را
خود دانش از داد خواهد اجازه ما به ارتباط این برقراری دارد. آن مولد چندجملەای تحلیلͬ خواص با
استفاده µ توزیع با مرتبط مارکف زنجیرهای سریع آمیختگͬ اثبات برای gµ چندجملەای دربارەی
پایدار چندجملەهای را آن ها که چندجملەای ها از ردەای داد خواهیم نشان خاص طور به کنیم.
نیاز مورد تحلیلͬ خواص ͬͽهم [BBL09] ͬ نامیم م رایلͬ قویاً را آن ها با مرتبط توزیع های و حقیقͬ
L ∈ Cn×n کنید فرض هستند. دترمینانͬ نقطەای فرایندهای توزیع ها، این از مهم مثالͬ دارند. )را

[n]
k

)
با را [n] از k⁃عضوی زیرمجموعەهای مجموعەی باشد. مثبت نیمەمعین هرمیتͬ ماتریس ͷی

فرایند ͷی را است شده تعریف µL(S) ∝ det(LS,S) توسط که آن روی µL توزیع و ͬ دهیم م نمایش
توزیع هایی چنین مولد چندجملەای های ͬ دانیم م که آنجا از ͬ نامیم. م k⁃تایی دترمینانͬ نقطەای
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آمیخته بەسرعت توزیع ها این روی طبیعͬ مارکف زنجیر بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م ͬ اند، حقیق پایدار
گرفت. نمونه توزیع ها این از چندجملەای زمان در ͬ توان م نتیجه در و ͬ شود م

در و دارد نام ͷآنتروپی استقلال که ͬ پردازیم م طیفͬ استقلال از تعمیمͬ به ۴ فصل در
نابرابری های و است قوی تر طیفͬ استقلال از ͷآنتروپی استقلال است. شده معرفͬ [Ana+21a]
دست به مارکف زنجیرهای آمیختگͬ زمان برای دقیق تری کران های ͬ دهد، م نتیجه که تابعͬ
چندجملەهای خواص با آن ارتباط به ͬ کنیم، م معرفͬ را ͷآنتروپی استقلال فصل این در ͬ دهند. م

ͬ کنیم. م بیان را آن دربارەی ابتدایی قضایای برخͬ اثبات و ͬ پردازیم م توزیع ها مولد

استقلال با ͬͺنزدی ارتباط که ͬ پردازیم م کسری لͽاریتم مقعر چندجملەای های به ۵ فصل در
ͷی ͷآنتروپی استقلال اثبات از مثالͬ کامل ارائەی فصل این در ما اصلͬ هدف دارند. ͷآنتروپی
فرض بار این حال این با است. مرتبط دترمینانͬ نقطەای فرایندهای به دوباره ما مثال است. توزیع
فرایندهایی، چنین به .L + L> � 0 کرد خواهیم فرض تنها و است هرمیتͬ L ماتریس کرد نخواهیم
تحلیلͬ خواص میان ارتباط فصل این در بەعلاوه ͬ گوییم. م نامتقارن دترمینانͬ نقطەای فرایندهای
(Cn از مشخصͬ زیرمجموعەهای در نداشتن صفر (مانند جبری خواص و بودن) لͽاریتم مقعر (مانند

کرد. خواهیم مشاهده را چندجملەای ها

و است شده معرفͬ [Eld13] الدان توسط که است تصادفͬ فرایندی تصادفͬ ͬ سازی موضع
[CE25] الدان و چن است. داشته بالا ابعاد با احتمال توزیع های تحلیل در بسیاری کاربردهای
کامل مرور کردەاند. استفاده مارکف زنجیر آمیختگͬ زمان تحلیل برای تصادفͬ ͬ سازی موضع از
حال این با است خارج نوشته این وسع از آمیختگͬ زمان تحلیل در تصادفͬ ͬ سازی موضع کاربرد
ارائەی برای آن از ͬ توان م چͽونه داد خواهیم نشان تصادفͬ ͬ سازی موضع معرفͬ از پس ۶ فصل در
زمان و ͷآنتروپی استقلال و طیفͬ استقلال میان که کرد استفاده قضایایی از سادەتر اثبات هایی

ͬ کنند. م برقرار ارتباط آمیختگͬ

۶



۱ فصل

مقدمات

تصادفͬ فرایندهای ۱ .۱

ͷی را ͬ گیرند م مقدار Ω مجموعەی روی که تصادفͬ متغیرهای از {Xt}t∈N دنبالەی .۱ .۱ تعریف
ͬ نامیم. م Ω حالات مجموعەی با تصادفͬ فرایند

صورتͬ در بͽیرید. نظر در را Ω متناهͬ حالات مجموعەی با {Xt}t∈N تصادفͬ فرایند .۲ .۱ تعریف
داشته x0, x1, · · · , xt, y ∈ Ω و t ∈ N هر برای چنانکه باشد داشته وجود P ∈ RΩ×Ω ماتریس که

باشیم
P[Xt+1 = y | X0 = x0, X1 = x1, · · · , Xt = xt] = P (xt, y)

فرایند این گذار احتمال ماتریس را P ماتریس ͬ نامیم. م مارکف فرایند ͷی را تصادفͬ فرایند این
مشخص P ماتریس با را فرایند اختصار جهت باشد، نداشته اهمیتͬ X0 توزیع گاه هر و ͬ نامیم م

ͬ کنیم. م

کرد. تحقیق ͬ توان م بەسادگͬ را زیر واقعیت

هر مجموع باشد، مارکف فرایند ͷی گذار احتمال ماتریس P ∈ Rn×n ماتریس اگر .۳ .۱ واقعیت
است. ͷی برابر آن سطر

اگر ببینیم سطری بردارهای صورت به را Ω روی احتمال توزیع های اگر که دید بەسادگͬ ͬ توان م
باشد، µ0 برابر X0 توزیع اگر خاص طور به بود. خواهد µP برابر Xt+1 توزیع باشد، µ برابر Xt توزیع

است. µ0P
t برابر Xt توزیع
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مجاورت ماتریس A ∈ RV ×V اگر بͽیرید. نظر در را G = (V, E) متناهͬ و ساده گراف .۴ .۱ مثال
ماتریس که دید ͬ توان م ،D(v, v) = deg v که باشد قطری ماتریسͬ D ∈ RV ×V و گراف این
G روی تصادفͬ قدم زدن را زنجیر این ͬ کند. م تعریف Ω = V روی مارکفͬ زنجیر P = D−1A

ͬ نامیم. م G روی تنبل تصادفͬ قدم زدن را 1
2Id + 1

2P توسط تعریف شده مارکف زنجیر ͬ نامیم. م

اگر بͽیرید. نظر در را Σ1, · · · , Σn متناهͬ مجموعەهای و n طبیعͬ عدد .۵ .۱ مثال

x ∈ Σ1 × · · · × Σn

ͬ نامیم. م اسپینͬ سیستم ͷی را Σ1 × · · · × Σn روی احتمالͬ توزیع و i سایت اسپین را xi مقدار
Σn صورت به ͬ توانیم م را حالات مجموعەی باشند، برابر Σi مجموعەهای همەی که صورتͬ در
ͷی متناهͬ گراف ͷی موجه q⁃رنگ آمیزی های روی یͺنواخت توزیع دید ͬ توان م دهیم. نمایش
را آن که است ͬͺدینامی اسپینͬ سیستم ͷی روی طبیعͬ تصادفͬ ͷدینامی ͷی است. اسپینͬ سیستم
x حالت ما به اگر ͷدینامی این در ͬ نامیم. م [GG84] گیبس نمونەگیر یا [Gla63] گلابر ͷدینامی
سایت ها تمام اسپین سپس ͬ کنیم. م انتخاب را سایت ͷی یͺنواخت صورت به ابتدا باشد، شده داده
شرطͬ توزیع مطابق را انتخاب شده سایت اسپین و ͬ داریم م نگه ثابت را انتخاب شده سایت جز به
ͷی انتخاب جای به که صورتͬ در ͬ کنیم. م انتخاب دیͽر سایت های اسپین های توسط القاشده
k⁃موضعͬ ͷدینامی حاصل ͷدینامی به کنیم، انتخاب را سایت k مجدد، نمونەگیری برای سایت

ͬ نامیم. م

توزیع را Ω روی µ توزیع باشد. Ω حالات مجموعەی با مارکفͬ زنجیر P کنید فرض .۶ .۱ تعریف
.µP = µ باشیم داشته اگر ͬ نامیم م P مارکف زنجیر برای پایا

بͽیرید. نظر در را آن روی P مارکف زنجیر و Ω روی µ توزیع ،Ω متناهͬ مجموعەی .۷ .۱ تعریف
باشیم داشته i, j ∈ Ω هر برای اگر است بازگشت پذیر µ به نسبت P گوییم

µ(i)P (i, j) = µ(j)P (j, i)

ͬ گوییم. م جزئͬ تعادل شرط بالا معادلەی به

است. P پایای توزیع µ باشد، بازگشت پذیر µ توزیع به نسبت P مارکف زنجیر اگر .۸ .۱ واقعیت

۸



داریم اثبات.

µP (i) =
∑

j

µ(j)P (j, i)

=
∑

j

µ(i)P (i, j)

= µ(i)
∑

j

P (i, j)

= µ(i)

.∑j P (i, j) = 1 که چرا

باشد داشته وجود y و x حالت دو هر برای اگر گوییم تحویل ناپذیر را P مارکف زنجیر .۹ .۱ تعریف
.P t(x, y) > 0 چنانکه t > 0

باشد، بازگشت پذیر مارکف زنجیر ͷی P اگر .([۲ .۱۲ و ۱ .۱۲ لم های ،LP17]) ۱۰ .۱ واقعیت
مقدارویژەی دومین باشد، هم تحویل ناپذیر این بر علاوه P اگر ͬ اند. حقیق P ویژەی مقادیر تمامͬ

است. ͷی از کوچͺتر اکیداً آن

{t : P t(x, x) > 0} مجموعەی مشترک مقسوم علیه بزرگترین به P مارکف زنجیر در .۱۱ .۱ تعریف
باشد. 1 آن حالات تمام تناوب اگر ͬ نامیم م نامتناوب را مارکف زنجیر ͬ گوییم. م x حالت تناوب

ͬ نامیم. م ͷارگودی باشد نامتناوب هم و تحویل ناپذیر هم که را مارکفͬ زنجیر .۱۲ .۱ تعریف

مقدار به بͽیرید. نظر در را Ω متناهͬ مجموعەی روی ν و µ احتمال توزیع دو .۱۳ .۱ تعریف

dTV(µ, ν) = 1
2
∑
x∈Ω

|µ(x) − ν(x)|

گوییم. ν و µ کلͬ تغییرات فاصلەی

ͬ توان م متعددی شیوەهای به و است مارکف زنجیرهای دربارەی قضیه ͬ ترین اساس زیر، قضیەی
کنید. مراجعه [Bis22] به قضیه این مختلف اثبات های از مروری برای کرد. اثبات را آن

باشد. ͷارگودی مارکف زنجیر ͷی P کنید فرض مارکف). زنجیرهای اساسͬ (قضیەی ۱۴ .۱ قضیه
قرار اگر µ0 اولیەی توزیع هر برای بەعلاوه، است. µ یͺتای پایای توزیع دارای P صورت این در

داریم µt := µ0P
t دهیم

lim
t→∞

dTV(µt, µ) = 0.

۹



خواهد آن به نوشته این در ما توجه بیشتر که بالا⁃پایین قدم زدن مارکف فرایند معرفͬ از پیش
کرد. خواهیم معرفͬ را توزیع ͷی به نسبت داخلͬ ضرب بود،

ضرب صورت این در باشد. آن روی توزیعͬ µ و متناهͬ مجموعەای Ω کنید فرض .۱۵ .۱ تعریف
شͺل به RΩ روی µ با متناسب داخلͬ

〈f, g〉µ = Eµ[fg]

متناسب داخلͬ ضرب به نسبت خودالحاقͬ ماتریس های A, B ∈ RΩ×Ω کنید فرض ͬ شود. م تعریف
مثبت نیمەمعین µ با متناسب داخلͬ ضرب به نسبت A − B اگر A �µ B ͬ نویسیم م باشند. µ با

باشد.

مثبت(نیمه)معین مقصودمان ͬ گوییم، م سخن مارکف زنجیرهای بودن مثبت(نیمه)معین از وقتͬ
است. آن ها پایای توزیع با متناسب داخلͬ ضرب به نسبت بودن

کرد. تحقیق ͬ توان م بەسادگͬ را زیر حͺم

ضرب به نسبت P ماتریس باشد. µ پایای توزیع با مارکف زنجیر ͷی P کنید فرض .۱۶ .۱ گزاره
باشد. بازگشت پذیر µ به نسبت P اگر فقط و اگر است خودالحاقͬ 〈·, ·〉µ داخلͬ

یا بالا⁃پایین قدم زدن را آن ها که ͬ پردازیم م مارکفͬ زنجیرهای به خاص طور به نوشته، این در
چنین صورت به ͬ توان م را مارکف زنجیرهای از بسیاری دید خواهیم ͬ نامیم. م پایین⁃بالا قدم زدن
روی µ توزیع است. [n] از k⁃عضوی زیرمجموعەهای مجموعەی

(
[n]
k

)
مجموعەی دید. زنجیرهایی

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را µs توزیع 0 ≤ s ≤ k هر برای بͽیرید. نظر در را مجموعه این
یͺنواخت طور به را T از s⁃عضوی زیرمجموعەی ͷی سپس و ͬ کنیم م انتخاب را T ∼ µ ابتدا

.µk = µ خاص طور به ͬ نامیم. م µs را نهایی زیرمجموعەی قانون ͬ گزینیم. برم

P[̄i] از PS∼µ[i 6∈ S] نمایش برای و P[i] از PS∼µ[i ∈ S] نمایش برای اختصار جهت ادامه در
ͬ کنیم. م استفاده

supp(µr) از عضوی که است عملͽری Dµ
r→ℓ پایین عملͽر 0 ≤ ℓ ≤ r ≤ k هر برای .۱۷ .۱ تعریف

به را آن ℓ⁃عضوی زیرمجموعەهای از ͬͺی و ͬ کند م دریافت را [n] از r⁃عضوی زیرمجموعەای یعنͬ
Dµ

r→ℓ اگر ،|T | = r و |S| = ℓ و S ⊆ T ⊆ [n] اگر خاص طور به ͬ دهد. م خروجͬ یͺنواخت طور
باقͬ .Dµ

r→ℓ(T, S) = 1
(r

ℓ
) داشت خواهیم ببینیم، Dµ

r→ℓ ∈ Rsupp(µr)×supp(µℓ) ماتریس ͷی شͺل به را
هستند. صفر نیز ماتریس این درایەهای

۱۰



عضوی که ͬ کنیم م تعریف عملͽری را Uµ
ℓ→r بالای عملͽر 0 ≤ ℓ ≤ r ≤ k هر برای .۱۸ .۱ تعریف

جرم تناسب به را supp(µr) در آن ابرمجموعەهای از ͬͺی و ͬ کند م دریافت را S مثلا́ supp(µℓ) از
و ببینیم Uµ

ℓ→r ∈ Rsupp(µℓ)×supp(µr) ماتریس شͺل به را Uµ
ℓ→r اگر ͬ گرداند. برم µr طبق آن ها احتمال

داشت خواهیم |T | = r و |S| = ℓ و S ⊆ T ⊆ [n] اگر

Uµ
ℓ→r(S, T ) = µr(T )(

r
ℓ

)
· µℓ(S)

هستند. صفر هم ماتریس این درایەهای باقͬ

عملͽرهای به ارجاع در آن ذکر از نشود ایجاد ابهامͬ و باشد مشخص µ توزیع که صورتͬ در
ͬ کنیم. م نظر صرف پایین و بالا

supp(µr) روی مارکفͬ فرایند ℓ ↔ r پایین⁃بالای قدم زدن 0 ≤ ℓ ≤ r ≤ k هر برای .۱۹ .۱ تعریف
روی r ↔ ℓ بالا⁃پایین قدم زدن ͬ شود. م مشخص P = Dµ

r→ℓU
µ
ℓ→r گذار احتمال ماتریس با که است

ͬ شود. م مشخص P = Uµ
ℓ→rD

µ
r→ℓ گذار احتمال ماتریس با که است مارکفͬ فرایند نیز supp(µℓ)

ͬ نامیم. م پایین⁃بالا قدم زدن را k ↔ k − 1 پایین⁃بالای قدم زدن

کرد. تحقیق بەسادگͬ ͬ توان م را زیر احͺام

توزیع های به نسبت بەترتیب ℓ ↔ r بالا⁃پایین و پایین⁃بالا قدم زدن های r و ℓ هر برای .۲۰ .۱ گزاره
هستند. بازگشت پذیر µr و µℓ

پایین⁃ قدم زدن های بنابراین هستند. یͺدیͽر الحاقͬ عملͽر Uµ
ℓ→r و Dµ

r→ℓ عملͽرهای .۲۱ .۱ گزاره
هستند. مثبت نیمەمعین ℓ ↔ r بالا⁃پایین و بالا

در توزیعͬ را
(

V
2

)
روی µ توزیع بͽیرید. نظر در را G = (V, E) متناهͬ و ساده گراف .۲۲ .۱ مثال

ͬ توان م ͬ دهد. م نسبت صفر احتمال {i, j} 6∈ E به و 1/|E| احتمال {i, j} ∈ E به که بͽیرید نظر
توزیع به نسبت

(
V
2

)
روی 1 ↔ 2 بالا⁃پایین قدم زدن همان G گراف روی تنبل تصادفͬ قدم زدن دید

است. µ

ͬ توان م بͽیرید. نظر در را Σ1 × · · · × Σn حالات مجموعەی با µ اسپینͬ سیستم ͷی .۲۳ .۱ مثال
نظر در این همان Ω = {(i, s) : i ∈ [n], s ∈ Σi} مجموعەی با را سیستم این حالات مجموعەی
ͷدینامی صورت این در دید.

(
Ω
n

)
روی احتمالͬ توزیع را µ ͬ توان م تناظر این از استفاده با گرفت.

توزیع باشد، 2[n] روی توزیعͬ µ اگر خاص طور به بود. خواهد پایین⁃بالا قدم زدن همان گلابر
ͬ دهیم. م نمایش µhoⅿ با را

(
[n]∪ ¯[n]

n

)
روی آن متناظر

۱۱



آمیختگͬ زمان ۲ .۱

زمان بͽیرید. نظر در را µ پایای توزیع با P ͷارگودی مارکف زنجیر آمیختگͬ). (زمان ۲۴ .۱ تعریف
با برابر ϵ ≥ 0 به نسبت و x نقطەی از شروع با P مارکف زنجیر آمیختگͬ

τⅿix(P ; x; ϵ) = min{t : dTV(P t(x, · ), µ) < ϵ}

آمیختگͬ زمان است. X0 = x بر مشروط t زمان در زنجیر احتمال توزیع P t(x, · ) آن در که است
با برابر ϵ ≥ 0 به نسبت زنجیر

τⅿix(P ; ϵ) = max{τⅿix(P ; x; ϵ) : x ∈ Ω}

با برابر زنجیر آمیختگͬ زمان است.

τⅿix(P ) = τⅿix(P ; 1/4)

است.

در ثابتͬ هر با ͬ توان م را τⅿix(P ) تعریف در 1/4 ثابت .([۳۴ .۴ معادلەی ،LP17]) ۲۵ .۱ نکته
.τⅿix(P ; ϵ) ≤ dlog2 ϵ−1eτⅿix(P ) داریم که چرا کرد جایͽزین (0, 1/2)

که باشد Ω حالات مجموعەی روی بازگشت پذیر مارکف زنجیر ͷی P کنید فرض .۲۶ .۱ تعریف
طیفͬ شͺاف دهید. نمایش λn(P ) ≤ · · · ≤ λ2(P ) ≤ λ1(P ) = 1 با را P ویژەی مقادیر .n = |Ω|

γ∗(P = 1) − max{λ2(P ), |λn(P )|} برابر P مطلق طیفͬ شͺاف و γ(P ) = 1 − λ2(P ) برابر P

است.

.γ(P ) = γ∗(P ) باشد، مثبت نیمەمعین P اگر .۲۷ .۱ گزاره

مجموعەی روی بازگشت پذیر مارکفͬ زنجیر P کنید فرض .([۴ .۱۲ قضیەی ،LP17]) ۲۸ .۱ قضیه
داریم ϵ > 0 هر ازای به صورت این در باشد. µ پایای توزیع با Ω حالات

τⅿix(P ; ϵ) ≤ 1
γ∗(P )

(
1
2

log 1
µⅿin

+ log 1
2ϵ

)

.µⅿin = minx∈Ω:µ(x)>0 µ(x) آن در که

پایای توزیع با Ω حالات مجموعەی روی ͷارگودی مارکف زنجیر ͷی P کنید فرض .۲۹ .۱ تعریف
عبارت f, g : Ω → R توابع برای باشد. µ

EP (f, g) = 〈f, (Id − P )g〉µ = 1
2
∑

x,y∈Ω
µ(x)P (x, y)(f(x) − f(y))(g(x) − g(y))

ͬ نامیم. م دیریشله فرم را

۱۲



باشد Ω حالات مجموعەی روی مارکفͬ زنجیر P کنید فرض .([۷ .۱۳ لم ،LP17]) ۳۰ .۱ گزاره
صورت این در است. بازگشت پذیر µ توزیع به نسبت که

γ(P ) = inf
f : Ω→R

{
EP (f, f)
Varµ(f)

: Varµ(f) 6= 0
}

.f : Ω → R≥0 و باشد Ω حالات مجموعەی روی احتمال توزیع ͷی π کنید فرض .۳۱ .۱ تعریف
محاسبەی در ͬ کنیم. م تعریف Entπ(f) = Eπf log f − Eπf logEπf صورت به را آنتروپی تابعک

.Entπ(0) = 0 و 0 log 0 = limx→0+ x log x = 0 ͬ کنیم م قرارداد آنتروپی تابعک

ثابت .۳۲ .۱ تعریف

ρⅯⅬSI(P ) = inf
f : Ω→R≥0

{
EP (f, log f)

Entµ(f)
: Entµ(f) 6= 0

}

ͬ نامیم. م P زنجیر اصلاح شدهی لͽاریتمͬ سوبولف ثابت را

ͷارگودی بازگشت پذیر مارکف زنجیر ͷی P کنید فرض .([۸ .۲ نتیجەی ،BT06]) ۳۳ .۱ قضیه
نامنفͬ P ویژەی مقادیر تمام کنید فرض همچنین باشد. µ پایای توزیع با Ω حالات مجموعەی روی

داریم صورت این در باشند.

τⅿix(P ; ϵ) ≤ 1
ρⅯⅬSI(P )

(
log log 1

µⅿin
+ log 1

2ϵ2

)

.µⅿin = minx∈Ω:µ(x)>0 µ(x) آن در که

Ω حالات مجموعەی روی ͷارگودی بازگشت پذیر مارکف زنجیر ͷی P کنید فرض .۳۴ .۱ تعریف
ثابت باشد. µ پایای توزیع با

δ(P ) = 1 − sup
f : Ω→R≥0
Entµ(f)6=0

Entµ(Pf)
Entµ(f)

ͬ نامیم. م آنتروپی انقباض ثابت را

داریم P ͷارگودی و بازگشت پذیر زنجیر هر برای .([۷ .۲ لم ،Bla+22]) ۳۵ .۱ واقعیت

δ(P ) ≤ ρⅯⅬSI(P ).

خطͬ جبر ۳ .۱

در ͬ اند. حقیق آن ها همەی که باشد جبری) تکرر احتساب (با مقدارویژه n با ماتریسͬ A کنید فرض
ͬ کنیم. م مرتب λn(A) ≤ · · · ≤ λ1(A) = λⅿax(A) صورت به را A ویژەی مقادیر صورت این

۱۳



A ∈ Rn×n کنید فرض .([۳ .۲ .۴ ،Ort87] کورانت⁃فیشر؛ کمینه⁃بیشینەی (قضیەی ۳۶ .۱ قضیه
داریم 1 ≤ k ≤ n هر برای صورت این در باشد. متقارن ماتریسͬ

λk = inf
V

sup
x∈V
x 6=0

x>Ax

x>x

است. Rn n)⁃بعدی − k + 1) زیرفضاهای تمام روی اینفمم که

هر برای صورت این در .A � B و متقارن ماتریس دو A, B ∈ Rn×n کنید فرض .۳۷ .۱ لم
.λk(A) ≤ λk(B) داریم 1 ≤ k ≤ n

داریم x بردار هر برای بنابراین و است مثبت نیمەمعین B − A ماتریس A � B که آنجا از اثبات.
داشت خواهیم Rn از V n)⁃بعدی − k + 1) زیرفضای هر در بنابراین .x>Bx ≥ x>Ax

sup
x∈V
x 6=0

x>Bx

x>x
≥ sup

x∈V
x 6=0

x>Ax

x>x

کرد. خواهد ثابت را حͺم ۳۶ .۱ قضیەی از استفاده و طرف دو از گرفتن اینفمم

اگر فقط و اگر λⅿax(A) ≤ C صورت این در باشد. متقارن ماتریسͬ A ∈ Rn×n اگر .۳۸ .۱ لم
.A � CId

داریم ۳۶ .۱ قضیەی طبق اثبات.

λⅿax(A) = sup
x∈Rn

x 6=0

x>Ax

x>x

،x هر ازای به اگر فقط و اگر x>Ax
x>x

≤ C ناصفر x هر ازای به اگر فقط و اگر λⅿax(A) ≤ C بنابراین
اگر CI − A � 0 اگر فقط و اگر x>(CI − A)x ≥ 0 ،x هر ازای به اگر فقط و اگر x>Ax ≤ Cx>x

.A � CI اگر فقط و

B ∈ Rn×n و مثبت مقدارویژەی ͷی حداکثر با متقارن ماتریسͬ A ∈ Rn×n کنید فرض .۳۹ .۱ لم
دارد. مثبت مقدارویژەی ͷی حداکثر BA صورت این در باشد. مثبت معین ماتریسͬ

دهید قرار اثبات.
C = B1/2AB1/2

داریم و است متقارن و حقیقͬ C ماتریس

B−1/2(BA)B1/2 = B1/2AB1/2 = C
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باشد. داشته مثبت مقدارویژەی دو حداقل C کنید فرض برابرند. C و BA مقدارویژەهای بنابراین
است واضح بنامید. V را مقدارویژه دو این با متناظر ویژەی بردارهای توسط تولیدشده خطͬ فضای
است، وارون پذیر B1/2 که آنجا از .x>Cx > 0 داریم v ∈ V \ {0} هر برای و است دوبعدی V که

داریم y 6= 0 که y = B1/2x ∈ W هر برای بنابراین و است دوبعدی هم W = B1/2V فضای

y>Ay = x>B1/2AB1/2x = x>Cx > 0

دوبعدی W که آنجا از باشد. A مثبت مقدارویژەی با متناظر یͺەی بردارویژەی u کنید فرض حال
y>Ay ≤ 0 دید ͬ توان م A یͺەی متعامد پایەی در y نوشتن با .y ⊥ u چنانکه y ∈ W دارد وجود است

است. تناقض که

عنوان به V U و UV طیف صورت این در .V ∈ Rn×m و U ∈ Rm×n کنید فرض .۴۰ .۱ لم
صفر. مقدارویژەی تکرر در مͽر برابرند هم با چندمجموعه

داریم سطری عملیات با .m ≥ n کنید فرض کلیت از کاستن بدون اثبات.

det

Idm zU

V Idn

 = det(Idn − zV U) = det(Idm − zUV )

داشت خواهیم z = λ−1 دادن قرار با حال

det(Idm − λ−1UV ) = det(Idn − λ−1V U).

داریم همچنین
det(λIdm − UV ) = λm det(Idm − λ−1UV )

و
det(λIdn − V U) = λn det(Idn − λ−1V U).

بالا معادلەی سه ترکیب با بنابراین

det(λIdm − UV ) = λm−n det(λIdn − V U)

ͬ کند. م ثابت را حͺم که

چندجملەای ها ۴ .۱

کرد. خواهیم استفاده چندجملەای ها و احتمال توزیع های میان ارتباط برقراری برای زیر تعاریف از
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تابع باشد. مثبت اسͺالرهای ضرب تحت بسته مجموعەای C ⊆ Rn کنید فرض .۴۱ .۱ تعریف
باشیم داشته λ ∈ R>0 و x ∈ C هر برای اگر است d ∈ R درجەی از همͽن f : C → R

f(tx) = λdf(x).

با برابر µ :
(

[n]
k

)
→ R≥0 توزیع با مرتبط چندمتغیرەی مولد چندجملەای .۴۲ .۱ تعریف

gµ(z1, · · · , zn) :=
∑
S

µ(S)
∏
i∈S

zi

است.

با برابر µ : 2[n] → R≥0 توزیع با مرتبط چندمتغیرەی مولد چندجملەای .۴۳ .۱ تعریف

fµ(z1, · · · , zn) :=
∑

S⊆[n]
µ(S)

∏
i∈S

zi

آن در که است
µ(S) := PX∼µ[Xi = 1 اگر فقط و اگر i ∈ S].

µ همͽن شدەی مولد چندجملەای باشد، 2[n] روی µ توزیع مولد چندجملەای f که صورتͬ در
و zi با را [n] اعضای با متناظر متغیرهای که صورتͬ در ͬ دهیم. م نمایش نیز fhoⅿ صورت به را

کرد مشاهده ͬ توان م دهیم، نمایش yi با را [n̄] با متناظر متغیرهای

fhoⅿ =
(∏

i

yi

)
f

(
z1

y1
, · · · ,

zn

yn

)
.

۱۶



۲ فصل

مقدمات طیفͬ: استقلال

استقلال ͬ دهیم م نشان سپس و ͬ کنیم م بیان را طیفͬ استقلال از معادل تعریف دو ابتدا فصل این در
مطالعەی برای ͬ تواند م که ͬ دهد م دست به پایین⁃بالا قدم زدن طیفͬ شͺاف برای پایینͬ کران طیفͬ
داد خواهیم نشان طیفͬ استقلال از استفاده با ادامه در شود. بسته کار به زنجیر این آمیختگͬ زمان
خواهیم قضیەای به نهایت در ͬ شود. م آمیخته چندجملەای زمان در ماترویدها پایەی تعویض زنجیر
استقلال و پایین⁃بالا قدم زدن طیفͬ شͺاف میان نیز برعکس رابطەای ͬ دهد م نشان که پرداخت
طیفͬ استقلال ͬ توان م پایین⁃بالا قدم زدن طیفͬ شͺاف داشتن دست در با یعنͬ دارد؛ وجود طیفͬ

کرد. ثابت را

طیفͬ استقلال تعریف ۱ .۲

بͽیرید. نظر در متناهͬ مجموعەای را U آتͬ تعاریف در

زیر شͺل به را µ (یͷ طرفەی) تأثیر ماتریس باشد.
(

U
n

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .۱ .۲ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف

Iµ(i, j) =


PS∼µ[j ∈ S | i ∈ S] − PS∼µ[j ∈ S] i 6= j

1 − PS∼µ[i ∈ S] i = j

بەکلͬ را درایه باشد تعریف نشده PS∼µ[j ∈ S | i ∈ S] بنابراین و PS∼µ[i ∈ S] = 0 که صورتͬ در
ͬ دهیم. م قرار صفر
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است. شده تشͺیل صفر درایەهای از بەکلͬ Iµ iام سطر و ستون P[i] = 0 اگر کنید توجه .۲ .۲ نکته

داد. خواهد تغییر را Iµ طیف در ͷی مقدارویژەی تکرر تنها زمینه مجموعەی از i حذف بنابراین
است Iµ طیف مطالعەی نیز ما قصد و ͬ دهد نم تغییر را supp(µ) iهایی چنین حذف که آنجا از

.P[i] > 0 داریم i هر برای کنیم فرض همواره ͬ توانیم م

شدنͬ µ به نسبت را T مجموعەی باشد. T ⊆ U و
(

U
n

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .۳ .۲ تعریف

اگر ͬ نامیم م
PS∼µ[T ⊆ S] > 0.

رابطەی با را
(

U\T
n−|T |

)
روی µT توزیع ،T شدنͬ مجموعەی هر برای

µT (R) = PS∼µ[S \ T = R | T ⊆ S]

ͬ دهیم. م نمایش نیز muu با را mu{u} توزیع ͬ کنیم. م تعریف

روی µ توزیع گوییم 0 ≤ η ≤ n − 1 حقیقͬ عدد برای .([۲ .۱ تعریف ،ALO21]) ۴ .۲ تعریف
η0, · · · , ηn−2 حقیقͬ اعداد برای باشد. λⅿax(Iµ) ≤ 1 + η اگر است طیفͬ η⁃مستقل توزیعͬ

(
U
n

)
توزیعͬ µ گوییم ͬ کنند، م برآورده 0 ≤ k ≤ n − 2 هر برای را 0 ≤ ηk ≤ n − k − 1 نابرابری که
توزیع |T | = k که شدنͬ T هر و 0 ≤ k ≤ n − 2 هر برای اگر است طیفͬ ,η0)⁃مستقل · · · , ηn−2)

باشد. طیفͬ ηk⁃مستقل توزیعͬ µT

دهید قرار باشد. S ∼ µ مشخصەی تصادفͬ متغیر X ∈ {0, 1}U کنید فرض .۵ .۲ گزاره

Σ = [Cov(Xi, Xj)]i,j∈U

و
D = diag

(
PS∼µ[i ∈ S] : i ∈ U

)
.

داشت خواهیم صورت این در
Iµ = D−1Σ.

بود. خواهند نامنفͬ حقیقͬ اعداد Iµ مقدارویژەهای خاص، طور به

کنید توجه تساوی اثبات برای اثبات.

Cov(Xi, Xj) = EXiXj − EXiEXj

= P[{i, j} ∈ S] − P[i ∈ S]P[j ∈ S]

= P[i ∈ S]
(
P[j ∈ S | i ∈ S] − P[j ∈ S]

)
.
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چرا است مثبت نیمەمعین اخیر ماتریس و است D−1/2ΣD−1/2 با متشابه D−1Σ کنید توجه حال
است. مثبت نیمەمعین همیشه کواریانس ماتریس که

گسسته ابرمͺعب روی طیفͬ استقلال تعریف ۲ .۲

به را µ (دوطرفەی) تأثیر ماتریس باشد. {0, 1}n روی احتمالͬ توزیع µ کنید فرض .۶ .۲ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر شͺل

Ψµ(i, j) =


PX∼µ[Xj = 1 | Xi = 1] − PX∼µ[Xj = 1 | Xi = 0] i 6= j

1 i = j

¯[n] = {1̄, · · · , n̄} که [n]∪ ¯[n] روی µhoⅿ متناظر توزیع یعنͬ µ توزیع همͽن شدەی نسخەی حال
ͬ کند. م بیان را Iµhoⅿ و Ψµ ماتریس طیف میان ارتباط زیر قضیەی بͽیرید. نظر در را

برابر چندمجموعه بەعنوان Iµhoⅿ و Ψµ ماتریس های طیف .([۳ .۳ ادعای ،ALO21]) ۷ .۲ گزاره
صفر. مقدارویژەی تکرر در مͽر است

است. [۷۱ لم ،Ali+21] اثبات از الهام گرفته ما اثبات

کرد: تحقیق را زیر روابط مستقیم محاسبەی با ͬ توان م اثبات.

Iµhoⅿ(i, j) = −Iµhoⅿ(i, j̄) = P[̄i]Ψµ(i, j)

Iµhoⅿ (̄i, j̄) = −Iµhoⅿ (̄i, j) = P[i]Ψµ(i, j)

داشت خواهیم D̄ = diag(P[̄i]) و D = diag(P[i]) دهیم قرار اگر بنابراین

Iµhoⅿ =

 D̄

−D

(Ψµ −Ψµ

)
=

 D̄Ψµ −D̄Ψµ

−DΨµ DΨµ


داریم حال این با

(
Ψµ −Ψµ

) D̄

−D

 = ΨD̄ + ΨD = Ψ

است. برقرار حͺم ۴۰ .۱ لم طبق بنابراین
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پایین⁃بالا قدم زدن آمیختگͬ زمان و طیفͬ استقلال ۳ .۲

این در قضیه این از ارائەشده اثبات است. زیر قضیەی از اثباتͬ ارائەی فصل این در ما اصلͬ هدف
است. [Liu23] بر مبتنͬ بخش

توزیعͬ µ اگر باشد.
(

U
n

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .([۳ .۱ قضیەی ،ALO21]) ۸ .۲ قضیه

پایین کران باشد، طیفͬ ,η0)⁃مستقل · · · , ηn−2)

γ(Pµ) ≥ 1
n

n−2∏
k=0

(
1 − ηk

n − k − 1

)

است. صادق Pµ پایین⁃بالای قدم زدن طیفͬ شͺاف برای

موضعͬ⁃به⁃سرتاسری» «تحلیل را آن که است چیزی بر مبتنͬ قضیه این از ارائەشده اثبات
خواهیم نشان سپس و کرد خواهیم معرفͬ را موضعͬ قدم زدن عنوان با فرایندی ابتدا ͬ نامند. م
استدلالͬ با سپس است. مرتبط آغازین توزیع طیفͬ استقلال با فرایند این مقدارویژەی دومین داد
اصلͬ توزیع روی موضعͬ قدم زدن های طیفͬ شͺاف به را پایین⁃بالا قدم زدن طیفͬ شͺاف استقرایی

ساخت. خواهیم مرتبط T شدنͬ مجموعەهای برای µT توزیع های و

صورت به را U روی موضعͬ قدم زدن .۹ .۲ تعریف

Qµ = 2
(
U1→2D2→1 − 1

2
Id
)

ͬ کنیم. م تعریف

0 ≤ k ≤ هر ازای به اگر است موضعͬ طیفͬ ,λ0)⁃بسط دهندەی · · · , λn−2) µ گوییم .۱۰ .۲ تعریف
.λ2(QµS

) ≤ λk باشیم داشته |S| = k که شدنͬ S ⊆ U هر و n − 2

داریم .([۳ .۳ .۲ لم ،Liu23]) ۱۱ .۲ لم

Iµ = Id + (n − 1) ·
(
Qµ − n

n − 1
· 1 ⊗ µ1

)
(۱ .۲)

معادل اند: زیر شرایط خاص طور به

است. طیفͬ ,η0)⁃مستقل · · · , ηn−2) توزیعͬ µ توزیع .۱

است. موضعͬ طیفͬ )⁃بسط دهندەی η0
n−1 , η1

n−2 , · · · , ηn−2) توزیعͬ µ توزیع .۲
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بردار 1 کنید توجه حال کرد. تحقیق درایەبەدرایه محاسبەی با ͬ توان م را ۱ .۲ معادلەی صدق اثبات.
کنید تعریف است. صفر ویژەی مقدار با Iµ ویژەی بردار و ͷی ویژەی مقدار با Qµ ویژەی

H = {v ∈ Rn : µ1v = 0}

که کرد تحقیق بەسادگͬ ͬ توان م
Rn = span{1} ⊕ H

این مقدارویژەهای ͬ شود م نتیجه مستقیم محاسبەی با است. ناوردا Qµ و Iµ دوی هر به نسبت H و
رابطەی از H روی ماتریس دو

λ = 1 + (n − 1)θ

است. Iµ مقدارویژەی λ و Qµ مقدارویژەی θ که ͬ کنند م تبعیت

پایین⁃بالا قدم زدن گذار احتمال ماتریس P کنید فرض .([۴ .۳ .۲ گزارەی ،Liu23]) ۱۲ .۲ گزاره
صورت این در باشد.

γ(P ) ≥ n − 1
n

· γ(Q) · min
u∈U

{γ(P u)}

است. µu توزیع روی پایین⁃بالا قدم زدن P u که

کرد. استفاده ۸ .۲ قضیەی اثبات برای آن از ͬ توان م چͽونه ͬ دهیم م نشان گزاره این اثبات از پیش

کنید فرض است. بدیهͬ حͺم n = 1 برای ͬ کنیم. م ثابت استقرا با را حͺم .۸ .۲ قضیەی اثبات
توزیعͬ µ که آنجا از است. شده ثابت n)⁃عضوی − 1) زیرمجموعەهای تمام برای حͺم و n ≥ 2

داریم ۱۱ .۲ لم طبق است طیفͬ ,η0)⁃مستقل · · · , ηn−2)

λ2(Qµ) ≤ η0

n − 1

نتیجه در و
γ(Qµ) ≥ 1 − η0

n − 1

استقرا فرض طبق بنابراین و است طیفͬ ,η1)⁃مستقل · · · , ηn−2) توزیعͬ µu شدنͬ u ∈ U هر برای

γ(Pµu) ≥ 1
n − 1

n−2∏
k=1

(
1 − ηk

n − k − 1

)
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بنابراین

γ(P ) ≥ n − 1
n

γ(Qµ) min
u∈U

γ(Pµu)

≥ n − 1
n

(
1 − η0

n − 1

)
1

n − 1

n−2∏
k=1

(
1 − ηk

n − k − 1

)

= 1
n

n−2∏
k=0

(
1 − ηk

n − k − 1

)

است. مفید بسیار بازگشت پذیر مارکف زنجیرهای طیفͬ تحلیل در زیر لم

مجموعەی روی بازگشت پذیر مارکف زنجیر ͷی P کنید فرض .([۲۰ .۴ .۱ لم ،Liu23]) ۱۳ .۲ لم
صورت این در باشد. µ پایای توزیع با و Ω متناهͬ

Id − P �µ γ(P ) · (Id − 1 ⊗ µ).

را supp(µu) روی همانͬ فرایند و P u را µu توزیع روی پایین⁃بالا قدم زدن .۱۲ .۲ گزارەی اثبات
Rsupp(µ)×supp(µ) در ماتریس هایی عنوان به را ماتریس دو این لازم صفرهای افزودن با و بنامید Idu

داریم ببینید.
P = 1

n

∑
u∈U

P u, Id = 1
n

∑
u∈U

Idu.

بنابراین

Id − P = 1
n

∑
u∈U

(Idu − P u)

�µ
1
n

∑
u∈U

γ(P u) · (Idu − 1u ⊗ µu)

�µ min
u∈U

{γ(P u)} ·
(

Id − 1
n

∑
u∈U

1u ⊗ µu

)

= min
u∈U

{γ(P u)} · (Id − Dn→1U1→n)

کردەایم. استفاده بالا لم از اول نابرابری در که

داریم ۳۰ .۱ گزارەی طبق .R := Dn→1U1→n دهید قرار حال

γ(P ) = inf
f⊥µ1

〈f, (Id − P )f〉
〈f, f〉µ

و
γ(R) = inf

f⊥µ1

〈f, (Id − R)f〉
〈f, f〉µ

.
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بنابراین
γ(P ) ≥ min

u∈U
{γ(P u)}γ(R).

دهیم نشان است کافͬ حال
γ(R) = n − 1

n
γ(Q).

مقدارویژەی تکرر در مͽر است برابر ۴۰ .۱ لم طبق Dn→1U1→n و U1→nDn→1 طیف کنید توجه
همچنین صفر.

Id − U1→nDn→1 = 1
n

Id + n − 1
n

Q.

ماترویدها پایەی تعویض زنجیر سریع آمیختگͬ کاربرد: ۴ .۲

توسط که که ͬ پردازیم م ماترویدها پایەی تعویض قدم زدن سریع آمیختگͬ اثبات به بخش این در
اثبات با بخش این در ما اثبات است. شده ثابت [Ana+24b] وینزانت و قرن، اویس لیو، اناری،
روند است. وزن دار ماترویدهای به [Liu23] اثبات تعمیم و است متفاوت [Ana+24b] در موجود
روی یͺنواخت توزیع با ماترویدها پایەی تعویض زنجیر آمیختگͬ زمان ۱ .۲ شͺل در اثبات کلͬ
ماتروید مرتبەی r O(r،که log r) به [Ana+21b] وونگ و وینزانت، لیو، اناری، توسط بعداً پایەها

است. شده داده بهبود است،

ͬ نامیم م ماتروید ͷی را U زیرمجموعەهای از X مجموعەی و U متناهͬ مجموعەی .۱۴ .۲ تعریف
اگر

و ،T ∈ X باشیم داشته آنگاه T ⊆ S و S ∈ X اگر S, T ⊆ U هر برای .۱

.S ∪ {i} ∈ X چنانکه باشد موجود i ∈ T \ S عضو آنگاه |S| < |T | و S, T ∈ X اگر .۲

ͬ گوییم. م پایه ماکسیمال مستقل مجموعەهای به و مستقل مجموعەی X اعضای به

آن مرتبهی تعداد این به است. برابر ماتروید ͷی پایەی هر اعضای تعداد دید ͬ توان م بەآسانͬ
ͬ گوییم. م ماتروید

۲۳



بͽیرید. نظر در را w : U → R>0 تابع باشد. ماتروید ͷی M = (U , X ) کنید فرض .۱۵ .۲ تعریف
µM,w توزیع باشد، M مرتبەی r اگر ͬ نامیم. م وزن دار ماتروید ͷی را w تابع همراه به M ماتروید

شͺل به نیز را
(

U
r

)
روی

µM,w(A) ∝


∏
x∈A

w(x), A ∈ X

0, A 6∈ X

ͬ کنیم. م تعریف

بود. خواهد پایەها روی یͺنواخت توزیع µM,w توزیع بͽیریم، نظر در ͷی با متحد را w تابع اگر

تعویض قدم زدن µM,w روی پایین⁃بالا قدم زدن به بͽیرید. نظر در را (M, w) وزن دار ماتروید
بͽیریم نظر در را T و S پایەی دو اگر که چرا است تحویل ناپذیر زنجیر این کنید توجه ͬ گوییم. م پایه
S اعضای جایͽزین ͷبەی ͷی T اعضای آن در که دارد وجود T به S از r طول حداکثر با مسیری
پایه تعویض قدم زدن دید ͬ توان م است، نامتناوب همواره پایین⁃بالا قدم زدن که آنجا از ͬ شوند. م

است. ͷارگودی

ماتروید ͷی پایەهای روی یͺنواخت توزیع µ کنید فرض .([۱ .۱ قضیەی ،Ana+24b]) ۱۶ .۲ قضیه
ماتروید این روی پایه تعویض زنجیر گذار ماتریس باشد. r مرتبەی از و عضو n با مجموعەای روی

ͬ شود. م آمیخته گام O(r2 log n) در Pµ و γ(Pµ) ≥ 1
r

صورت این در بنامید. Pµ را

کنیم. ثابت را زیر حͺم است کافͬ قضیه این اثبات برای

µM,w توزیع بͽیرید. نظر در را (M, w) وزن دار ماتروید .([۲ .۵ قضیەی ،Ana+24b]) ۱۷ .۲ قضیه
است. طیفͬ ,0)⁃مستقل · · · , 0) توزیعͬ M پایەهای روی

سپس و است صادق دو مرتبەی از ماترویدهای برای حͺم ͬ کنیم م ثابت ابتدا حͺم این اثبات برای
ͬ دهیم. م تعمیم ماترویدها تمام به اپنهایم پایین» به «رخنه قضیەی از استفاده با را حͺم

طوقه {u} 6∈ X که u ∈ U عضو به باشد. ماتروید ͷی M = (U , X ) کنید فرض .۱۸ .۲ تعریف
ͬ گوییم. م

ماترویدها همەی ͬ توانیم م رو پیش مقصد برای ͬ شوند، نم ظاهر پایەای هیچ در طوقەها که آنجا از
کنیم. لحاظ طوقه بدون را

افراز صورت این در باشد. طوقه بدون ماتروید ͷی M = (U , X ) کنید فرض .۱۹ .۲ قضیه

S1 t · · · t Sℓ
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افراز این از یͺسانͬ بخش های به v و u اگر فقط و اگر نیست مستقل {u, v} چنانکه دارد وجود U از
باشند. داشته تعلق

کنید تعریف u ∈ U هر برای اثبات.

Su = {v ∈ U : {u, v} 6∈ X }

ناتهͬ Su ∩ Sv کنید فرض .Su ∩ Sv = ∅ یا Su = Sv یا u 6= v که u, v ∈ U هر برای ͬ دهیم م نشان
x ∈ Sv داریم x ∈ Su هر برای ͬ دهیم م نشان .w ∈ Su ∩ Sv چنانکه باشد موجود w ∈ U یعنͬ باشد،
کرد. خواهد اثبات را تساوی بالتبع و برعکس شمول استدلال همین قرینەی .Su ⊆ Sv معادلا˟ یا
مستقل {w} است طوقه بدون ما ماتروید آنکه به توجه با .{v, x} ∈ X معادلا˟ یا x 6∈ Sv کنید فرض
چرا نیست صحیح اول شق .{w, x} یا است مستقل {w, v} یا تعویض اصل طبق نتیجه در است.
اصل طبق نتیجه در و است مستقل {u} دوباره حال است. مستقل {w, x} نتیجه در .w ∈ Sv که
که چرا باشند صحیح ͬ توانند نم شق دو این از ͷی هیچ .{u, x} یا است مستقل {u, w} یا تعویض

ͬ کند. م ثابت را حͺم که {v, x} 6∈ X بنابراین شدەاند. فرض Su در x و w دوی هر

w : U → و دو مرتبەی از ماترویدی M = (U , X ) کنید فرض .([۱ .۵ بخش ،Ana+24b]) ۲۰ .۲ لم
(0)⁃مستقل توزیعͬ µM,w روی پایین⁃بالا قدم زدن صورت این در باشد. آن روی وزنͬ تابع R>0

است. طیفͬ

.λ2(Qµ) ≤ 0 کنیم ثابت است کافͬ ۱۱ .۲ لم طبق کنید توجه اثبات.

مقدار u, v ∈ U هر برای کنید. افراز S1 t · · · t Sℓ به ۱۹ .۲ قضیەی طبق را M ماتروید ابتدا
صورت این غیر در .u, v ∈ Si چنانکه 1 ≤ i ≤ ℓ باشد داشته وجود اگر است صفر برابر Qµ(u, v)

داشت خواهیم .u ∈ Si کنید فرض

Qµ(u, v) = w(v)∑
x 6∈Si

w(x)
.

دهید قرار

D = diag

 ∑
v 6∈Sc(u)

w(v)


K = 11> −

ℓ∑
i=1

1Si
1>

Si

W = diag(w(u))
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.Qµ = D−1KW تعاریف این مطابق دارد. قرار آن در u که ͬ دهد م را افراز از بخشͬ اندیس c(u) که
یͺسان آن ها طیف بەتبع و است متشابه WQµW −1 = WD−1K ماتریس با Qµ ماتریس بنابراین
WD−1 اما دارد. مثبت مقدارویژەی ͷی حداکثر WD−1K کنیم ثابت است کافͬ بنابراین است.
مثبت مقدارویژەی ͷی تنها K کنیم ثابت است کافͬ ۳۹ .۱ لم مطابق و است متقارن K و مثبت معین

ͬ شود. م نتیجه ۳۷ .۱ لم و K � 11> از اخیر ادعای دارد.

باشد.
(

U
n

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .([۱ .۴ لم ،Opp17] پایین؛ به رخنه (قضیەی ۲۱ .۲ قضیه

داریم PS∼µ[u ∈ S] > 0 که u ∈ U هر برای 0 ≤ λ ≤ 1/2 برای و است تحویل ناپذیر Qµ کنید فرض
.λ2(Qµ) ≤ λ

1−λ
صورت این در .λ2(Qµu) ≤ λ

نیازمند کار این برای ͬ کنیم. م ثابت را ۱۷ .۲ قضیەی آن از استفاده با ۲۱ .۲ قضیەی اثبات از پیش
هستیم. زیر لم و تعریف

S ⊆ U هر برای اگر ͬ نامیم م تحویل ناپذیر کاملا́ را n ≥ 1 برای
(

U
n

)
روی µ توزیع .۲۲ .۲ تعریف

باشد. تحویل ناپذیر QµS
موضعͬ قدم زدن |S| ≤ n − 2 که شدنͬ

کاملا́ µM,w توزیع صورت این در باشد. وزن دار ماترویدی (M, w) کنید فرض .۲۳ .۲ لم
است. تحویل ناپذیر

۲۶



ماتروید افراز
طوقه بدون

۱۹ .۲ قضیەی

طیفͬ استقلال
ماترویدها برای
دو مرتبەی با

۲۰ .۲ لم

پایین به رخنه قضیەی
۲۱ .۲ قضیەی

تحویل ناپذیری
پایەها توزیع کامل

۲۳ .۲ لم

توزیع طیفͬ استقلال
ماتروید پایەهای

۱۷ .۲ قضیەی

طیفͬ شͺاف
پایه تعویض زنجیر

γ ≥ 1/r

پایەها تعداد کران
|B| ≤

(
n
r

)
≤ nr

سریع آمیختگͬ
پایه تعویض زنجیر

τⅿix = O(r2 log n)

۸ .۲ قضیەی

۲۸ .۱ قضیەی

پایه تعویض زنجیر سریع آمیختگͬ اثبات کلͬ نمودار :۱ .۲ شͺل
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نشان باید باشد. عضو r −2 حداکثر با مستقل مجموعەای S و r ماتروید مرتبەی کنید فرض اثبات.
اعضای همەی برای کنیم فرض ͬ توانیم م کلیت از کاستن بدون است. تحویل ناپذیر QµS

بدهیم
.PT ∼µM,w

[S ∪ {u} ⊆ T ] > 0 داریم u ∈ U \ S

اگر هستند بخش ͷی در v و u که ͬ کنیم م افراز شͺل این به را U \ S اعضای

PT ∼µM,w
[S ∪ {u, v} ⊆ T ] = 0.

خواهیم دست به افرازی شیوه این به داد خواهد نشان ۱۹ .۲ قضیەی اثبات استدلال مشابه استدلالͬ
باشد. صفر S ∪ {u, v} احتمال اگر فقط و اگر هستند بخش ͷی در u, v ∈ U \ S عضو دو که آورد
ͷی QµS

گراف بنابراین و داشت خواهند وجود متمایز بخش دو حتماً |S| ≤ r − 2 آنکه به توجه با
است. همبند که بود خواهد چندبخشͬ کامل گراف

طیفͬ ,0)⁃بسط دهندەی · · · , 0) توزیعͬ µ کنیم ثابت است کافͬ ۱۱ .۲ لم طبق .۱۷ .۲ قضیەی اثبات
دهیم نشان |S| = k که شدنͬ S ⊆ U هر و 0 ≤ k ≤ r − 2 هر ازای به باید است. موضعͬ
حͺم کنید فرض حال است. ۲۰ .۲ لم با معادل k = r − 2 برای حͺم کنید توجه .λ2(QµS

) ≤ 0

باید باشد. عضو k − 1 با مجموعەای S ⊆ U کنید فرض و است شده اثبات 1 ≤ k ≤ r − 2 برای
تحویل ناپذیر QµS

قدم زدن است، تحویل ناپذیر کاملا́ µ آنکه به توجه با .λ2(QµS
) ≤ 0 دهیم نشان

.λ2(QµS∪{u}) ≤ 0 داریم شدنͬ u ∈ U \ S هر برای استقرا فرض طبق کنید توجه همچنین است.
.λ2(QµS

) ≤ 0 داریم ۲۱ .۲ قضیەی طبق بنابراین

است. [۱ .۳ قضیەی ،Din22] از الهام گرفته زیر اثبات

بͽیرید. نظر در متناظر بردارویژەی ͷی را φ 6= 0 و θ = λ2(Qµ) دهید قرار .۲۱ .۲ قضیەی اثبات
.Ev∼µu

1
[φ(v)] = θφ(u) داریم u ∈ U هر برای

اعمال که آنجا از بͽیرید. نمونه جایͽزینͬ بدون S از را X, Y, Z و بͽیرید نمونه را S ∼ µ حال
داشت خواهیم بود، خواهد Y با هم توزیع X روی Qµ از گام ͷی

E[φ(X)φ(Y )] = θE[φ(X)2]

داریم X, Y, Z تقارن طبق همچنین و

E[φ(X)φ(Y )] = E[φ(Y )φ(Z)].

است. Qµu(Y, · ) همان Z قانون و ،µu
1 همان Y قانون کنیم، شرطͬ X = u روی اگر
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φ(Y ) = دهید قرار حال .mu = θφ(u) داشت خواهیم .mu = E[φ(Y ) | X = u] دهید قرار
.E[gu(Y ) | X = u] = 0 بەوضوح .mu + gu(Y )

داشت خواهیم ۳۰ .۱ گزارەی از استفاده با و λ2(Qµu) ≤ λ که آنجا از بنابراین

E[gu(Y )gu(Z) | X = u] ≤ λE[gu(Y )2 | X = u].

بنابراین
E[φ(Y )φ(Z) | X = u] ≤ λE[φ(Y )2 | X = u] + (1 − λ)m2

u.

خواهیم هم توزیع اند، Y و X اینکه و mX = θφ(X) اینکه به توجه با و X روی گرفتن میانگین با حال
داشت

θE[φ(X)2] ≤ λE[φ(X)2] + (1 − λ)θ2E[φ(X)2].

داشت خواهیم E[φ(X)2] > 0 چون حال

θ ≤ λ + (1 − λ)θ2.

بنابراین و θ < 1 است تحویل ناپذیر Qµ چون

θ ≤ λ

1 − λ
.

طیفͬ استقلال بودن عمومͬ ۵ .۲

ͬ کند. م فراهم پایین⁃بالا قدم زدن طیفͬ شͺاف برای کرانͬ طیفͬ استقلال دیدیم گذشته فصل در
ͬ دهد. م نشان را برعکس نتیجەای [Ana+24a] وونگ و فام، کولر، جین، اناری، از زیر قضیەی

طیفͬ شͺاف اگر باشد.
(

[n]
k

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .([۳۰ قضیەی ،Ana+24a]) ۲۴ .۲ قضیه

است. طیفͬ η⁃مستقل توزیعͬ µ باشد، 1
ηk

پایین⁃بالا قدم زدن

ͬ کنیم. م ثابت را زیر لم ۲۴ .۲ قضیەی اثبات از پیش

فقط و اگر است طیفͬ η⁃مستقل توزیعͬ
(

[n]
k

)
روی µ توزیع .([۷۰ نکتەی ،Ali+21]) ۲۵ .۲ لم
.D = diag(P[i]) آن در که DIµ � (1 + η)D, اگر
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DIµ ͬ دانیم م ۵ .۲ گزارەی طبق است. مثبت معین D کنیم فرض ͬ توانیم م ۲ .۲ نکتەی طبق اثبات.
متشابەاند Iµ و B ماتریس های B = D−1/2(DIµ)D−1/2 = D1/2IµD−1/2. دهید قرار است. متقارن

λⅿax(B) = λⅿax(Iµ). نتیجه در دارند. یͺسانͬ طیف بنابراین و

حال
DIµ � (1 + η)D

اگر فقط و اگر
D−1/2(DIµ)D−1/2 � (1 + η)D−1/2DD−1/2,

معادلا˟، یا
B � (1 + η)Id.

با است معادل شرط این ۳۸ .۱ لم طبق است، متقارن B که آنجا از

λⅿax(B) ≤ 1 + η.

با است معادل نیز این ،Iµ و B طیف های تساوی به توجه با

λⅿax(Iµ) ≤ 1 + η,

است. طیفͬ η⁃مستقل توزیعͬ µ که معناست این به دقیقاً تعریف بر بنا که

ͬ دهد. م دست به پایین⁃بالا قدم زدن برای دیریشله فرم محاسبەی برای فرمولͬ نیز زیر لم

آن روی پایین⁃بالا قدم زدن P و
(

[n]
k

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .([۲۴ لم ،Ana+24a]) ۲۶ .۲ لم

داریم f, g :
(

[n]
k

)
→ R هر برای صورت این در باشد.

EP (f, g) = ESk−1∼µDk→k−1 [Cov(f(S), g(S) | Sk−1)]
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بردار X اگر کنید توجه .DIµ � ηD کنیم ثابت است کافͬ ۲۵ .۲ لم طبق .۲۴ .۲ قضیەی اثبات
برای بنابراین .DIµ = Cov(X) داریم ۵ .۲ گزارەی طبق باشد انتخاب شده مجموعەی مشخصەی

داریم v ∈ Rn بردار هر

v>DIµv = v> Cov(X)v

= v>E
[
(X − EX)(X − EX)>

]
v

= E
[
v>(X − EX)(X − EX)>v

]
= E

[(
(X − EX)>v

)2
]

= Var
(
v>X

)
= VarS∼µ

[∑
i∈S

vi

]
.

داریم همچنین

v>ηDv = η
n∑

i=1
P[i]v2

i

= ηES∼µ

[∑
i∈S

v2
i

]
.

داریم v ∈ Rn بردار هر برای دهیم نشان است کافͬ بنابراین

VarS∼µ

[∑
i∈S

vi

]
≤ ηES∼µ

[∑
i∈S

v2
i

]
.

داریم f :
(

[n]
k

)
→ R تابع هر برای ۲۶ .۲ لم و ۳۰ .۱ گزارەی طبق حال

VarS∼µ[f(S)] ≤ ηkESk−1∼µDk→k−1 [Var[f(S) | Sk−1]]

که داریم f(S) = ∑
i∈S vi برای بنابراین

1
ηk

VarS∼µ

[∑
i∈S

vi

]
≤ ESk−1∼µDk→k−1 [Var[

∑
i∈S

vi | Sk−1]]

= ESk−1∼µDk→k−1 [Var[
∑

i∈S\Sk−1

vi | Sk−1]]

≤ ESk−1∼µDk→k−1 [E[
∑

i∈S\Sk−1

v2
i | Sk−1]]

= 1
k
ES∼µ

[∑
i∈S

v2
i

]

است. ما مطلوب همان که

۳۱



۳ فصل

لͽاریتم مقعر چندجملەای های

مشتقات تمام و توزیع ͷی مولد چندجملەای بودن لͽاریتم مقعر داد خواهیم نشان ابتدا فصل این در
چندجملەای های به سپس است. طیفͬ ,0)⁃استقلال · · · , 0) با معادل ͷهمەی بردار در آن پارەای
Rn

≥0 روی حقیقͬ پایدار چندجملەای های داد خواهیم نشان و پرداخت خواهیم حقیقͬ پایدار
مولد چندجملەای های که آنجا از داد خواهیم نشان نتایج این از استفاده با هستند. لͽاریتم مقعر
در توزیع ها این روی پایین⁃بالا قدم زدن ͬ اند، حقیق پایدار k⁃تایی دترمینانͬ نقطەای فرایندهای

ͬ شود. م آمیخته چندجملەای زمان

طیفͬ استقلال و لͽاریتم مقعر چندجملەای های ۱ .۳

با x1, · · · , xn متغیرهای در چندمتغیره ناصفر چندجملەای ͷی f(x) کنید فرض .۱ .۳ تعریف
log f هسین ماتریس اگر است لͽاریتم مقعر x ∈ Rn

≥0 نقطەی در f گوییم باشد. نامنفͬ ضرایب
یعنͬ

∇2 log f = f · (∇2f) − (∇f)(∇f)>

f 2

ͬ کنیم. م محسوب لͽاریتم مقعر قرارداد بر بنا را صفر چندجملەای باشد. ͬ نیمەمعین منف x در

اعضای از دنباله هر برای اگر است لͽاریتم مقعر قویاً x در f(x1, · · · , xn) گوییم .۲ .۳ تعریف
باشد. لͽاریتم مقعر x در (∂a1 · · · ∂ak

f)(x) چندجملەای a1, · · · , ak ∈ [n]

ͬ کند. م بیان را طیفͬ مستقل توزیع های و لͽاریتم مقعر چندجملەای های میان ارتباط زیر قضیەی
و مولد چندجملەای بودن لͽاریتم مقعر میان تناظر عنوان به [Ana+24b] در اصل در قضیه این

۳۲



ایدەی و [۱ .۰ .۵ قضیەی ،Liu23] از برگرفته زیر صورت بندی است. شده بیان موضعͬ بسط دهندگͬ
است. [۲۶ نکتەی ،Liu23] از برگرفته آن اثبات اصلͬ

آنگاه باشد.
(

[n]
k

)
روی احتمالͬ توزیع µ کنید فرض .([۵ و ۴ بخش های ،Ana+24b]) ۳ .۳ قضیه

باشد. لͽاریتم مقعر قویاً ͷهمەی بردار در gµ اگر فقط و اگر طیفͬ ,0)⁃مستقل · · · , 0) توزیعͬ µ

است. زیر گزارەی دو بلافصل نتیجەی ۳ .۳ قضیەی

صورت این در باشد. آن مولد چندجملەای gµ و
(

[n]
k

)
روی احتمالͬ توزیع µ کنید فرض .۴ .۳ گزاره

داریم
Iµ − Id = diag(∇gµ(1))−1∇2 log gµ(1)

ͬ دهد م نشان مستقیم محاسبەی اثبات.

∂igµ(1) = P[i]

و

∂i∂jgµ(1) =


P[i ∧ j] i 6= j

0 i = j

دهیم قرار اگر gµ(1) = 1 اینکه به توجه با بنابراین

H = ∇2 log gµ(1)

و
D = diag(∇gµ(1)) = diag(P[i])i∈[n]

داشت خواهیم

H = gµ(1) · ∇2gµ(1) − ∇gµ(1)∇gµ(1)
gµ(1)2

= ∇2gµ(1) − (∇gµ(1))(∇gµ(1))>

بنابراین و

H(i, j) =


P[i ∧ j] − P[i]P[j] i 6= j

−P[i]2 i = j

کرد. خواهد ثابت را حͺم D−1H درایەبەدرایەی محاسبەی

۳۳



S ⊂ [n] کنید فرض باشد. آن مولد چندجملەای gµ و
(

[n]
k

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .۵ .۳ گزاره
صورت این در باشد. شدنͬ مجموعەای

∂Sgµ(1) = PT ∼µ[S ⊆ T ]

و
gµS

= ∂Sgµ

(∂Sgµ)(1)

ͬ آیند. م دست به مستقیم محاسبەی با حͺم دو هر اثبات.

.P[i] > 0 داریم i ∈ [n] هر برای کنیم فرض ͬ توانیم م کلیت از کاستن بدون .۳ .۳ قضیەی اثبات
با متشابه D−1H ماتریس .Iµ = Id + D−1H داریم ۴ .۳ گزارەی اثبات نمادگذاری از استفاده با
در است. نیمەمعین منفͬ H بودن نیمەمعین منفͬ دلیل به که است D−1/2HD−1/2 متقارن ماتریس
حͺم ͬ شود. م اثبات مشابهاً نیز عکس جهت است. ͷی حداکثر Iµ مقدارویژەی بزرگترین نتیجه

ͬ شود. م نتیجه ۵ .۳ گزارەی از S شدنͬ مجموعەی هر ازای به µS توزیع برای

حقیقͬ پایدار چندجملەای های ۲ .۳

آن ها با متناظر توزیع های که پرداخت خواهیم حقیقͬ پایدار چندجملەای های به بخش این در
دارای توزیع های از رده مهم ترین رایلͬ قویاً توزیع های ͬ شوند. م نامیده رایلͬ قویاً توزیع های
داد خواهیم نشان شدەاند. بررسͬ و معرفͬ [BBL09] در و هستند منفͬ همبستگͬ خاصیت
خواهیم نشان نتیجه این از کاربردی عنوان به و هستند لͽاریتم مقعر حقیقͬ پایدار چندجملەای های

ͬ اند. طیف ,0)⁃مستقل · · · , 0) k⁃تایی دترمینانͬ نقطەای فرایندهای داد

برای گاه هر f(z1, · · · , zn) 6= 0 اگر گوییم پایدار را مختلط ضرایب با f چندجملەای .۶ .۳ تعریف
آن باشند حقیقͬ پایدار چندجملەای ͷی ضرایب همەی اگر .=zj > 0 باشیم داشته 1 ≤ j ≤ n هر

ͬ نامیم. م حقیقͬ پایدار را

حقیقͬ پایدار چندجملەای ͷی f ∈ R[z1, · · · , , zn] کنید فرض .([۱ .۳ گزارەی ،BBL09]) ۷ .۳ لم
صورت این در باشد.

و است، صفر با متحد یا است حقیقͬ پایدار یا ∂jf چندجملەای 0 ≤ j ≤ n هر ازای به .۱

روی سری این یͺنواخت حد f ∈ R[z1, · · · , zn] \ {0} و حقیقͬ پایدار ͬͽهم {fj}∞
j=1 اگر .۲

است. حقیقͬ پایدار f آنگاه باشد، Cn فشردەی زیرمجموعەهای

۳۴



n⁃متغیرەی حقیقͬ پایدار چندجملەای ͷی f کنید فرض .([۷ .۳ قضیەی ،Ove20] (رک. ۸ .۳ قضیه
است. لͽاریتم مقعر Rn

≥0 روی f صورت این در باشد. نامنفͬ ضرایب با همͽن

باشیم داشته t ∈ [0, 1] هر برای که b ∈ Rn هر و a ∈ Rn
>0 هر برای داد خواهیم نشان اثبات.

ͬ دهیم. م گسترش Rn
≥0 به پیوستگͬ با را نتیجه است. مقعر log f(a + tb) تابع a + tb ∈ Rn

>0

ͬ دهیم. م گسترش t = 0 به پیوستگͬ با و ͬ کنیم م ثابت t ∈ (0, 1] برای را log f(a+tb) بودن مقعر
داریم صورت این در است. k درجەی از همͽن f کنید فرض

f(a + tb) = f
(
t
(a

t
+ b

))
= tk · f

(a

t
+ b

)

که چرا دارد. حقیقͬ ریشەی تنها t در تک متغیره چندجملەای ͷی عنوان به f(at + b) کنید توجه
a درایەهای تمام آنکه به توجه با و دارد بالا نیم صفحەی در ریشەای باشد، داشته مختلط ریشەی اگر
که است مثبت آن درایەهای تمام موهومͬ مؤلفەی که شد خواهد پیدا f برای ریشەای هستند، مثبت

است. آن بودن پایدار با تناقض در

داریم صورت این در باشند. f(at + b) ریشەهای λ1, · · · , λk ∈ R کنید فرض حال

f(at + b) = f(a)
k∏

i=1
(t − λi)

نتیجه در و
f(a

t
+ b) = f(a)

k∏
i=1

(1
t

− λi)

داشته خواهیم حال

f(a + tb) = tk · f(a

t
+ b) = f(a)

k∏
i=1

(1 − tλi)

t ∈ [0, 1] داشت خواهد وجود λi ≥ 1 چنانکه 1 ≤ i ≤ k باشد داشته وجود اگر کنید توجه
کنید توجه حال کوچͺترند. ͷی از ریشەها تمام بنابراین f(a + tb) = 0. چنانکه

log f(a + tb) = log f(a) +
k∑

i=1
log(1 − tλi)

است. مقعر مقعر، تابع چند جمع و است مقعر λ < 1 برای log(1 − tλ) اما

ͬ آید. م دست به زیر نتیجەی ۸ .۳ قضیەی و ۷ .۳ گزارەی از

لͽاریتم مقعر قویاً 1 در باشد، حقیقͬ پایدار f ∈ R[z1, · · · , zn] همͽن چندجملەای اگر .۹ .۳ نتیجه
است.
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است. مفید بسیار حقیقͬ پایدار چندجملەای های ساختن در زیر گزارەی

ماتریس های A1, · · · , Am ∈ Cn×n کنید فرض .([۲ .۳ گزارەی ،BBL09]) ۱۰ .۳ گزاره
صورت این در باشد. هرمیتͬ ماتریسͬ B ∈ Cn×n و مثبت نیمەمعین

f(z1, · · · , zn) = det(z1A1 + · · · + zmAm + B)

ͬ اند. نامنف نیز f ضرایب باشد مثبت نیمەمعین B اگر است. حقیقͬ پایدار یا است صفر با متحد یا

توزیعͬ µ و مثبت نیمەمعین ماتریسͬ L ∈ Cn×n کنید فرض .([۵ .۳ گزارەی ،BBL09]) ۱۱ .۳ قضیه
چندجملەای صورت این در .µ(S) ∝ det(LS,S) باشیم داشته S ⊆ [n] هر برای چنانکه باشد 2[n] روی

است. حقیقͬ پایدار µ مولد

دید ͬ توان م [۱۳ .۲ .۱ فرمول ،HJ12] از استفاده با بنامید. gµ را µ مولد چندجملەای اثبات.

gµ(z1, · · · , zn) = det(Id + LZ)

صورت این در .L � 0 کنید فرض ابتدا .Z = diag(z1, · · · , zn) آن در که

det(Id + LZ) = det(L−1) det(L−1 + Z)

عددی در ضرب است. حقیقͬ پایدار det(L−1 + Z) چندجملەای ۱۰ .۳ گزارەی طبق بنابراین و
به ۷ .۳ گزارەی از استفاده و حدگیری با را حͺم حال ͬ کند. نم ایجاد حͺم این در تغییری نیز مثبت

ͬ دهیم. م تعمیم مثبت نیمەمعین ماتریس های تمام

اگر .([۱۸ .۴ نتیجەی ،BBL09]) ۱۲ .۳ گزاره

g(z1, · · · , zn) =
∑

S⊆[n]
cS

∏
i∈S

zi

چندجملەای باشد، حقیقͬ پایدار چندمستوی چندجملەای ͷی

gk(z1, · · · , zn) =

∑
S⊆[n]
|S|=k

cS
∏

i∈S zi∑
S⊆[n]
|S|=k

cS

است. حقیقͬ پایدار هم

نظر در را
(

[n]
k

)
روی µ توزیع باشد. مثبت نیمەمعین ماتریسͬ L ∈ Cn×n کنید فرض .۱۳ .۳ نتیجه

صورت به که بͽیرید
µ(S) ∝ det(LS,S)

لͽاریتم مقعر قویاً 1 در نتیجه در و حقیقͬ پایدار توزیع این مولد چندجملەای باشد. شده تعریف
است. طیفͬ ,0)⁃مستقل · · · , 0) توزیعͬ µ توزیع نتیجه در است.

۳۶



۴ فصل

ͷآنتروپی استقلال

ͬ دهد. م دست به پایین⁃بالا قدم زدن طیفͬ شͺاف برای کرانͬ طیفͬ استقلال دیدیم ۲ فصل در
ارائەی حال این با ͬ دهد. م نتیجه را طیفͬ استقلال عکس جهت در نیز طیفͬ شͺاف دیدیم همچنین
به آمیختگͬ زمان برای بهتری کران های ͬ تواند م اصلاح شده لͽاریتمͬ سوبولف ثابت برای کرانͬ
توزیع های همچنین و [CGM21] طیفͬ ,0)⁃مستقل · · · , 0) توزیع های برای گرچه بدهد. دست
سوبولف ثابت برای خوبی کران های ͬ توان م [CLV23] کراندار حاشیەای توزیع های با طیفͬ مستقل
سوبولف ثابت برای خوبی کران خود خودی به طیفͬ استقلال داد، دست به اصلاح شده لͽاریتمͬ
اصلاح شده لͽاریتمͬ سوبولف ثابت کنترل برای نتیجه در ͬ دهد. نم دست به اصلاح شده لͽاریتمͬ
به فصل این در ͬ کند. م برآورده را نیاز این ͷآنتروپی استقلال مفهوم هستیم. قوی تری ابزار نیازمند
همچنین و توزیع ها، مولد چندجملەای خواص با آن ارتباط ،ͷآنتروپی استقلال استقلال تعریف بیان
آمیختگͬ ͷآنتروپی استقلال از استفاده با ۵ فصل در پرداخت. خواهیم آمیختگͬ زمان برای آن نتایج

داد. خواهیم نشان را مارکف زنجیر دو سریع

اصلͬ قضایای و تعاریف ۱ .۴

⁃ͷکولب فاصلەی باشند. Ω متناهͬ مجموعەی روی احتمال توزیع دو ν و µ کنید فرض .۱ .۴ تعریف
با است برابر µ از ν نسبی) آنتروپی (یا لایبلر

DKⅬ(ν‖µ) =
∑
x∈Ω

ν(x) log ν(x)
µ(x)

.

باشیم داشته x ∈ Ω عضوی برای اگر و ͬ گیریم؛ م صفر را ν(x) = 0 با متناظر جملەهای جمع، این در
ͬ دهیم. م قرار +∞ را عبارت کل مقدار ،µ(x) = 0 و ν(x) > 0

۳۷



−(1/α) ،α ∈ (0, 1] برای را
(

[n]
k

)
روی µ احتمال توزیع .([۲ تعریف ،Ana+21a]) ۲ .۴ تعریف

باشیم داشته
(

[n]
k

)
روی ν احتمال توزیع هر برای اگر گوییم ͷآنتروپی مستقل

DKⅬ(νDk→1‖µDk→1) ≤ 1
αk

DKⅬ(ν‖µ).

(
[n]
k

)
روی توزیعͬ به λ∗µ توزیع λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Rn

≥0 و
(

[n]
k

)
روی µ توزیع برای .۳ .۴ تعریف

صورت به که دارد اشاره
λ ∗ µ(S) ∝ µ(S) ·

∏
i∈S

λi

ͬ نامیم. م λ خارجͬ میدان تحت µ را توزیع این ͬ شود. م تعریف

اگر ͬ نامیم م کسری α⁃لͽاریتم مقعر را
(

[n]
k

)
روی µ توزیع .([۱۹ تعریف ،Ali+21]) ۴ .۴ تعریف

باشد. مقعر Rn
≥0 روی تابعͬ عنوان به log gµ(zα

1 , · · · , zα
n)

یͺنوا α به نسبت ͷآنتروپی (α/1)⁃مستقل و کسری α⁃لͽاریتم مقعر مفاهیم دوی هر .۵ .۴ نکته
کسری β⁃لͽاریتم مقعر نیز 0 < β ≤ α هر برای باشد، کسری α⁃لͽاریتم مقعر ،g تابع اگر هستند.

است. صادق نیز ͷآنتروپی استقلال دربارەی حͺم همین است.

ͬ کنیم. م موکول بعد بخش به را زیر اساسͬ قضایای اثبات

دهید قرار باشد.
(

[n]
k

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .([۴ قضیەی ،Ana+21a]) ۶ .۴ قضیه

p = (p1, · · · , pn) = µDk→1.

z = (z1, · · · , zn) ∈ Rn
≥0 هر ازای به اگر فقط و اگر است ͷآنتروپی (α/1)⁃مستقل توزیعͬ µ توزیع

باشیم داشته
gµ(zα

1 , · · · , zα
n)1/kα ≤

∑
i

pizi

آنگاه باشد، کسری α⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای ͷی gµ اگر .([۴ قضیەی ،Ana+21a]) ۷ .۴ قضیه
است. ͷآنتروپی (α/1)⁃مستقل توزیعͬ µ

کسری α⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای ͷی gµ چندجملەای .([۴ قضیەی ،Ana+21a]) ۸ .۴ قضیه
باشد. ͷآنتروپی (α/1)⁃مستقل توزیعͬ λ ∗ µ توزیع λ ∈ Rn

≥0 هر ازای به اگر فقط و اگر است

ضرب به نسبت کسری α⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای های .([۲۴ نکتەی ،Ana+21a]) ۹ .۴ قضیه
کسری α⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای های خاص، طور به بستەاند. حدگیری و ثابت اعداد در متغیرها

بستەاند. مشتق گیری به نسبت
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ͬ آید. م دست به مولد چندجملەای از مشتق گیری و µT توزیع میان رابطەی از زیر نتیجەی

ͷی gµ چندجملەای µ توزیع برای اگر .([۴ قضیەی و ۲۴ نکتەی ،Ana+21a]) ۱۰ .۴ نتیجه
−(1/α) µT توزیع ،T شدنͬ مجموعەی هر برای آنگاه باشد، کسری α⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای

است. مستقل ͷآنتروپی

ͬ گذاریم. وام ۶ فصل به را زیر قضیەی اثبات

مجموعەی هر برای و باشد
(

[n]
k

)
روی توزیعͬ µ کنید فرض .([۵ قضیەی ،Ana+21a]) ۱۱ .۴ قضیه

دهید قرار .ℓ ≤ k − d1/αe کنید فرض باشد. ͷآنتروپی (α/1)⁃مستقل µT توزیع ،T شدنͬ

κ := (k + 1 − ℓ − 1/α)1/α−d1/αe∏d1/αe−1
i=0 (k − ℓ − i)

(k + 1)1/α
.

(1/α) ∈ Z برای بەعلاوه .ρⅯⅬSI ≥ κ داشت خواهیم µ به نسبت k ↔ ℓ پایین⁃بالای قدم زدن برای
دهیم قرار ͬ توانیم م

κ =
(

k − ℓ

1/α

)/(
k

1/α

)
.

دربارەی بالا قضیەی باشد، کسری α⁃لͽاریتم مقعر توزیع ͷی مولد چندجملەای اگر .۱۲ .۴ نتیجه
ͬ کند. م صدق آن

قضایا اثبات ۲ .۴

شبەمقعر را f تابع بͽیرید. نظر در را f : S → R تابع و S ⊆ Rn محدب مجموعەی .۱۳ .۴ تعریف
باشیم داشته λ ∈ [0, 1] و x, y ∈ S هر ازای به اگر ͬ نامیم م

f(λx + (1 − λ)y) ≥ min{f(x), f(y)}

d⁃همͽن تابع برای باشد. محدب مخروط ͷی C کنید فرض .([۲۵ لم ،Ana+21a]) ۱۴ .۴ لم
معادل اند: زیر گزارەهای f : C → R≥0

است. شبەمقعر f .۱

است. لͽاریتم مقعر f .۲

است. مقعر f 1/d .۳

۳۹



حال کرد. استنتاج ۲ از را ۱ و ۳ از را ۲ بەسادگͬ ͬ توان م بودن همͽن از استفاده بدون حتͬ اثبات.
داریم ͬ شود. م نتیجه ۱ از ۳ بودن، d⁃همͽن فرض با ͬ دهیم م نشان

f(λx + (1 − λ)y)
(λf(x)1/d + (1 − λ)f(y)1/d)d

= f

(
λf(x)1/d

λf(x)1/d + (1 − λ)f(y)1/d
· x

f(x)1/d
+ (1 − λ)f(y)1/d

λf(x)1/d + (1 − λ)f(y)1/d
· y

f(y)1/d

)

≥ min
{

f

(
x

f(x)1/d

)
, f

(
y

f(y)1/d

)}
= 1.

نابرابری بازآرایی کردەایم. استفاده بودن شبەمقعر از نابرابری در و بودن همͽن از برابری دو هر در که
داد. خواهد دست به را ما مطلوب

ͬ گذاریم. وام آ پیوست به را زیر لم اثبات

به وابسته gµ چندمتغیرەی مولد چندجملەای و
(

[n]
k

)
روی µ توزیع .([۲۶ لم ،Ana+21a]) ۱۵ .۴ لم

داریم ∑ qi = 1 که q = (q1, · · · , qn) ∈ Rn
≥0 هر برای صورت این در بͽیرید. نظر در را آن

inf{DKⅬ(ν‖µ) | νDk→1 = q} = − log
(

inf
z1,··· ,zn>0

gµ(z1, · · · , zn)
zkq1

1 · · · zkqn
n

)
.

مجموعەی به مسئله تحویل بر مبتنͬ [Ana+21a] در ۶ .۴ قضیەی اثبات دوم نیمەی

{z : gµ(z) = 1}

و مستقیم محاسبەی از تنها ما اثبات است. لاگرانژ ضرایب روش و Rn
≥0 وجەهای روی استقرا

ͬ کند. م استفاده ینسن نابرابری

.q = (q1, · · · , qn) = νDk→1 ∈ Rn
≥0 و باشد

(
[n]
k

)
روی توزیعͬ ν کنید فرض .۶ .۴ قضیەی اثبات

باشیم داشته z = (z1, · · · , zn) ∈ Rn
≥0 هر ازای به کنید فرض

gµ(zα
1 , · · · , zα

n)1/kα ≤
∑

i

pizi
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داشت خواهیم صورت این در

DKⅬ(ν‖µ) ≥ inf{DKⅬ(ν‖µ) | νDk→1 = q}

= − log
(

inf
z1,··· ,zn>0

gµ(z1, · · · , zn)
zkq1

1 · · · zkqn
n

)

≥ − log
(

inf
z1,··· ,zn>0

(∑
piz

1/α
i

)αk

zkq1
1 · · · zkqn

n

)

≥ − log
∏

(pi/qi)αkqi

= αk
∑

qi log(qi/pi)

= αkDKⅬ(νDk→1‖µDk→1)

از سوم نابرابری و فرض، از دوم نابرابری ،۱۵ .۴ لم از اول برابری است. ما مطلوب همان که
ͬ شود. م نتیجه zi = (qi/pi)α جایͽذاری

و ν := z ∗ µ دهید قرار و بͽیرید نظر در را z = (z1, · · · , zn) ∈ Rn
≥0 دیͽر طرف برای

دید ͬ توان م مستقیم محاسبەی با .q := νDk→1

DKⅬ(ν‖µ) = k
∑

i

qi log zi − log gµ(z)

داشت خواهیم ͷآنتروپی استقلال طبق بنابراین

DKⅬ(q‖p) ≤ 1
αk

(
k
∑

i

qi log zi − log gµ(z)
)

ینسن نابرابری طبق حال

log
∑

i

qi
piz

1/α
i

qi

≥
∑

i

qi log piz
1/α
i

qi

= −DKⅬ(q‖p) + 1
α

∑
i

qi log zi

داد. خواهد نتیجه را ما مطلوب بالا نابرابری دو ترکیب

d درجەی از همͽن و مشتق پذیر تابعͬ f : Rn → R تابع کنید فرض اویلر). (قضیەی ۱۶ .۴ قضیه
صورت این در باشد.

n∑
i=1

zi∂if(z) = df(z)

معادلەی طرف دو از اثبات.

f(λz1, · · · , λzn) = λdf(z1, · · · , zn)

.λ = 1 دهید قرار سپس و بͽیرید مشتق λ به نسبت
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کنید تعریف باشد. کسری α⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای ͷی gµ کنید فرض .۷ .۴ قضیەی اثبات

f(z1, · · · , zn) := gµ(zα
1 , · · · , zα

n)1/kα.

برای بنابراین است. مقعر ۱۴ .۴ لم طبق بنابراین و ͷی درجەی از همͽن و شبەمقعر f دید ͬ توان م
داریم z1, · · · , zn ∈ R>0 هر

f(z1, · · · , zn) ≤ f(1, · · · , 1) +
n∑

i=1
∂if(1, · · · , 1)(zi − 1).

بنابراین و ∑n
i=1 ∂if(1, · · · , 1) = f(1, · · · , 1) ۱۶ .۴ قضیەی طبق اما

f(z1, · · · , zn) ≤
n∑

i=1
∂if(1, · · · , 1)zi.

داریم p := µDk→1 دهیم قرار اگر دید ͬ توان م مستقیم محاسبەی با

∂if(1, · · · , 1) = pi

ͬ شود. م نتیجه ۶ .۴ قضیەی از حͺم بنابراین و

ͬ دهد م نتیجه λ ∈ Rn
≥0 هر برای gµ کسری بودن α⁃لͽاریتم مقعر دید ͬ توان م .۸ .۴ قضیەی اثبات

(α/1)⁃مستقل توزیعͬ λ ∗ µ ۷ .۴ قضیەی طبق بنابراین و است کسری α⁃لͽاریتم مقعر هم gλ∗µ

است. ͷآنتروپی

λ ∈ Rn
>0 هر برای ۶ .۴ قضیەی از استفاده با .p(λ) := λ ∗ µDk→1 دهید قرار λ ∈ Rn

>0 هر برای
قضیەی طبق λ = (λ1/α

1 , · · · , λ1/α
n ) دادن قرار با z = (z1, · · · , zn) ∈ Rn

>0 هر برای اینکه به توجه و
داریم ۱۶ .۴

gµ(z1/α
1 , · · · , z1/α

n )1/αk =
n∑

i=1
p(λ)izi

داریم z1, · · · , zn ∈ R>0 هر برای گرفت نتیجه ͬ توان م

gµ(zα
1 , · · · , zα

n) = inf
λ∈Rn

>0

n∑
i=1

p(λ)zi.

gµ(zα
1 , · · · , zα

n) ۱۴ .۴ لم طبق نتیجه در است. مقعر بنابراین و مقعر توابع نقطەوار حد راست طرف
است. لͽاریتم مقعر
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۵ فصل

قطاعͬ پایداری

شدیم. آشنا کسری لͽاریتم مقعر چندجملەهای با آن ارتباط و ͷآنتروپی استقلال مفهوم با ۴ فصل در
مجموعەی شد. خواهیم آشنا قطاعͬ پایداری مفهوم با فصل این در

Γα := {exp(x + iy) : x ∈ R, y ∈ (−απ/2, απ/2)}

ریشه Γα × · · · × Γα در که را nمتغیرەای چندجملەای های و نامید خواهیم απ گشودگͬ با قطاع را
بودن لͽاریتم مقعر پایداری، از نوع این از استفاده با ͬ توان م دید خواهیم ͬ نامیم. م Γα⁃پایدار ندارند،

کرد. ثابت را آن ها با مرتبط توزیع های ͷآنتروپی استقلال بەتبع و چندجملەای ها کسری

کرد. خواهیم مرور را توزیع دو برای ͷآنتروپی استقلال اثبات روش این از استفاده با

هرمیتͬ ماتریسͬ توسط که پرداختیم k⁃تایی دترمینانͬ نقطەای فرایندهای به ۳ فصل در
عنوان به k⁃تایی دترمینانͬ نقطەای فرایندهای دادیم نشان بودند. شده تولید مثبت نیمەمعین و
این با هستند. طیفͬ ,0)⁃مستقل · · · , 0) توزیع هایی

(
[n]
k

)
شͺل به مجموعەهایی روی توزیع هایی

روی توزیع هایی عنوان به دترمینانͬ نقطەای فرایندهای دربارەی مناسبی نتیجەی نتوانستیم حال
ماتریس بیاوریم. دست به

(
[n]∪[n̄]

n

)

L :=

 1 1/2

1/2 1

 � 0

2[2] روی توزیعͬ عنوان به L با متناظر دترمینانͬ نقطەای فرایند مولد چندجملەای بͽیرید. نظر در را
برابر

4
15

+ 4
15

x1 + 4
15

x2 + 1
5

x1x2
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چندجملەای این همͽن شدەی حال این با است. لͽاریتم مقعر بالتبع هم و حقیقͬ پایدار هم که است
یعنͬ

4
15

y1y2 + 4
15

x1y2 + 4
15

y1x2 + 1
5

x1x2

چندجملەای های همͽن شدەی بتوانیم آنکه برای بنابراین لͽاریتم مقعر. نه و است حقیقͬ پایدار نه
هستیم. بودن لͽاریتم مقعر و حقیقͬ پایداری از عام تر مفاهیمͬ نیازمند کنیم مطالعه نیز را مولد

هستند. ما نیاز مورد مفاهیم کسری بودن لͽاریتم مقعر و قطاعͬ پایداری دید خواهیم

باشند. نامنفͬ آن اصلͬ کهادهای تمام اما نباشد هرمیتͬ الزاماً L ∈ Rn×n ماتریس کنید فرض حال

کرد. تعریف µL(S) ∝ det(LS,S) صورت به را 2[n] روی µL توزیع ͬ توان م دوباره صورت این در
منفͬ ͬ های همبستگ ͬ توانند م تنها هرمیتͬ ماتریس های توسط تولیدشده دترمینانͬ نقطەای فرایندهای
که فرایندهایی یعنͬ نامتقارن، دترمینانͬ نقطەای فرایندهای حال این با کنند. مدل را دادەها میان
ͬ های همبستگ هم و منفͬ ͬ های همبستگ هم ͬ توانند م ندارند، را مولد ماتریس بودن هرمیتͬ شرط
خرید سبد همچون دادەهایی مدلسازی در فرایندها این از کاربردهایی برای کنند. مدل را مثبت

کنید. مراجعه [Gar+19] به اینترنتͬ فروشͽاەهای در مشتریان

کرد. خواهیم ثابت را زیر قضیەی فصل این در

L ∈ Rn×n کنید فرض .([۱۰ نتیجەی ،Ana+21a] و [۶۹ و ۳۹ لم های ،Ali+21]) ۱ .۵ قضیه
توزیعͬ عنوان به آن توسط تولیدشده نامتقارن دترمینانͬ نقطەای فرایند µL و L + L> � 0 چنانکه
(1/2)⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای ͷی µL مولد چندجملەای صورت این در باشد.

(
[n]∪[n̄]

n

)
روی

لͽاریتمͬ سوبولف ثابت دارای µL روی n ↔ n − 2 پایین⁃بالای قدم زدن بنابراین و است کسری
است. Ω(1/n2) اصلاح شدەی

همراه به G = (V, E) گراف کنید فرض است. آماری ͷفیزی از مونومر⁃دیمر مدل دوم، توزیع
تطابق های روی توزیعͬ مونومر⁃دیمر مدل باشند. شده داده w : E → R≥0 و z : V → R≥0 وزن های

با متناسب M تطابق احتمال آن در که است M گراف

∏
e∈M

w(e) ·
∏

v 6∈V (M)
z(v)

ͬ توان م حال ͬ گوییم. م مونومر ͬ پوشاند نم را آن ها M که رئوسͬ به و دیمر M داخل یال های به است.
است تطابق هایی تمام احتمال جمع با متناسب S احتمال آن در که گرفت نظر در را 2V روی µ توزیع
همچنین ͬ توان م را µ توزیع ͬ گوییم. م مونومرها توزیع µ توزیع به ͬ پوشانند. نم را S رئوس دقیقاً که

کرد. خواهیم ثابت فصل این در را زیر قضیەی گرفت. نظر در
(

V ×{0,1}
|V |

)
روی توزیعͬ
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µ توزیع مولد چندجملەای .([۸ نتیجەی ،Ana+21a] و [۷۱ لم و ۴۰ قضیەی ،Ali+21]) ۲ .۵ قضیه
قدم زدن بنابراین و است کسری (1/2)⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای ͷی

(
V ×{0,1}

|V |

)
روی توزیعͬ عنوان به

است. Ω(1/|V |2) اصلاح  شدەی لͽاریتمͬ سوبولف ثابت دارای µ روی |V | ↔ |V |−2 پایین⁃بالای

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ۱ .۵

در را U ⊆ C باز زیرمجموعەی و مختلط ضرایب با g ∈ C[z1, · · · , zn] چندجملەای .۳ .۵ تعریف
U × U × · · · × U ⊆ Cn در ریشەای هیچ اگر است U⁃پایدار چندجملەای ͷی g گوییم بͽیرید. نظر

باشد. نداشته

پایداری مفهوم در تفاوتͬ y یا x محور حول قطاع کردن تعریف باشد همͽن تابعͬ f اگر .۴ .۵ نکته
است. Γ1⁃پایداری همان پایداری همͽن چندجملەای های برای ͬ الخصوص عل ͬ کند. نم ایجاد قطاعͬ

مجموعەی به .۵ .۵ تعریف

Γα := {exp(x + iy) : x ∈ R, y ∈ (−απ/2, απ/2)}

گوییم. απ گشودگͬ با قطاع

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون را زیر گزارەی

Γ1⁃پایدار چندجملەای ͷی g ∈ R[z1, · · · , zn] کنید فرض .([۶۲ نتیجەی ،Ali+21]) ۶ .۵ گزاره
با متحد یا gk صورت این در باشد. k درجەی از g تک جملەهای تمام مجموع gk کنید فرض باشد.

است. Γ1/2⁃پایدار یا است صفر

کسری بودن لͽاریتم مقعر و قطاعͬ پایداری ۲ .۵

باشد، قطاعͬ پایداری ویژگͬ واجد توزیع ͷی مولد چندجملەای اگر ͬ دهیم م نشان بخش این در
صورت به را دوطرفه تأثیر ماتریس سطرهای مجموع ابتدا کار این برای است. کسری لͽاریتم مقعر
کرانͬ قطاعͬ پایداری شرط و شوارتس لم از استفاده با سپس و ͬ نویسیم م تمام ریخت تابعͬ مشتق
ͬ کنیم. م استفاده قطاعͬ پایداری اثبات برای بەدست آمده کران از نهایت در ͬ دهیم. م دست به آن برای

کنید فرض و D := {z ∈ C : |z| < 1} دهید قرار .([۱۳ قضیەی ،Ahl66] شوارتس؛ (لم ۷ .۵ لم
در .|f(z)| ≤ 1 باشیم داشته z ∈ D برای و f(0) = 0 چنانکه باشد تمام ریخت تابعͬ f : D → C

.|f ′(0)| ≤ 1 صورت این
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مولد تابع f کنید فرض باشد. 2[n] روی توزیعͬ µ کنید فرض .([۵۱ قضیەی ،Ali+21]) ۸ .۵ قضیه
داریم i ∈ [n] هر برای باشد، Γα⁃پایدار چندجملەای ͷی f اگر باشد. µ چندمتغیرەی

∑
j

|Ψ(i, j)| ≤ 2/α.

.λⅿax(Ψ) ≤ 2/α بنابراین

.g = fzi=0 و h = ∂if کنید تعریف حال .i = n کرد خواهیم فرض کلیت رفتن دست از بدون اثبات.
فرض بنابراین است. صادق حͺم و است صفر برابر سطر مجموع باشند، صفر با متحد g یا h اگر

کنید تعریف حال نیستند. صفر با متحد ͷی هیچ ͬ کنیم م

S = {j ∈ [n] {i} : Ψ(i, j) < 0}.

داریم ∑حال
j

|Ψ(i, j)| ≤ 2/α =
∑
j∈S

Ψ(i, j) −
∑

j 6∈ SΨ(i, j)

همچنین و
P[j | i] = ∂jh(1)

h(1)

و
P[j | ī] = ∂jg(1)

g(1)

از استفاده با را z(y) : R → Rn−1 تابع است. P[̄i] = P[Xi = 0] و P[i] = P[Xi = 1] آن ها در که

zj(y) =


y j ∈ S

y−1 j 6∈ S

مستقیم محاسبەی با .ḡ(y) = g(z(y)) و h̄(y) = h(z(y)) کنید تعریف همچنین کنید. تعریف
داریم که کرد تحقیق ͬ توان م

h̄′(1) =
∑
j∈S

∂jh(1) −
∑
j 6∈S

∂jh(1)

و
ḡ′(1) =

∑
j∈S

∂jg(1) −
∑
j 6∈S

∂jg(1).

بنابراین
n−1∑
j=1

|Ψ(i, j)| = ḡ′(1)
ḡ(1)

− h̄′(1)
h̄(1)

= (log ḡ − log h̄)′
y=1 = ϕ′(0)
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آن در که
ϕ(x) = log ḡ(ex)

h̄(ex)
− log ḡ(1)

h̄(1)
.

.ϕ′(0) ≤ 2/α − 1 کنیم ثابت است کافͬ حال

کنید تعریف θ ∈ (0, π) برای

Ωθ := {x ∈ C : |=(x) < θ}

ͬ کنیم م ثابت ابتدا دهید. نمایش Ω با را Ω بستار و

ϕ(Ωαπ/2) ⊆ Ωπ−απ/2.

ͬ کنیم م ادعا .ex, e−x ∈ Γα کنید توجه و بͽیرید نظر در را x ∈ Ωαπ/2 عدد

R(x) := ḡ(ex)
h̄(ex)

6∈ −Γα.

کنید تعریف دارند. قرار Γα در z(ex) مؤلفەهای تمامͬ کنید توجه نباشد. چنین کنید فرض

zi := −R(x).

اما f(z(ex), zi) 6= 0 داریم f قطاعͬ پایداری طبق

f(z(ex), zi) = ḡ(ex) + zih̄(ex)

= ḡ(ex) − ḡ(ex)
h̄(ex)

h̄(ex)

= 0

نتیجه در و | arg R(x)| ≤ π − απ/2 نتیجه در و R(x) 6∈ −Γα بنابراین است. تناقض که
.ϕ(x) ∈ Ωπ−απ/2 نتیجه در و |= logR(x)| ≤ π − απ/2

به H از موبیوس نگاشت دهید. نمایش H با را باز راست نیم صفحەی و D با را باز واحد گوی
است. همدیس نگاشتͬ و ͬ شود م تعریف x 7→ (x − 1)/(x + 1) صورت به که بͽیرید نظر در را D

صورت به را φθ : Ωθ → D نگاشت θ ∈ (0, π) هر برای

φθ(x) = T
(

exp
(

πz

2θ

))

.(φ−1
θ )′(0) = 4θ/π و φ′

θ(0) = π/4θ ،φθ(0) = 0 کنید توجه کنید. تعریف

۴۷



کنید تعریف و بͽیرید نظر در را ε > 0 عدد

ϕ̃ := φπ−απ/2+ε ◦ ϕ ◦ φ−1
απ/2

،۷ .۵ لم طبق بنابراین .ϕ̃(0) = 0 همچنین و است D به D از تمام ریخت تابعͬ تابع این کنید توجه و
ͬ آید. م دست به حͺم صفر به ε دادن میل و زنجیری قاعدەی از استفاده با حال .|ϕ̃′(0)| ≤ 1

α ∈ [0, 1] برای کنید فرض و بͽیرید نظر در را 2[n] روی µ توزیع .([۷۱ لم ،Ali+21]) ۹ .۵ قضیه
چندجملەای fhoⅿ و

(
[n]∪ ¯[n]

n

)
روی µ متناظر توزیع µhoⅿ اگر باشد. Γα⁃پایدار آن مولد چندجملەای

است. کسری α/2⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای ͷی fhoⅿ باشد، آن مولد

ضرب که چرا کنیم ثابت را 1 در fhoⅿ(zα/2
1 , · · · , zα/2

m ) بودن لͽاریتم مقعر است کافͬ اثبات.
ͬ دانیم م ۷ .۲ گزارەی و ۸ .۵ قضیەی طبق ͬ کند. م حفظ را قطاعͬ پایداری ثابت اعداد در متغیرها

دهیم قرار اگر حال .λⅿax(Iµhoⅿ) < 2/α

D = diag(Pµhoⅿ [i])

دریافت ͬ توان م محاسبه با

H := ∇2 log fhoⅿ(zα/2
1 , · · · , zα/2

m )
∣∣∣
1

= α

2
D(α

2
Iµhoⅿ − Id).

حال
D−1/2HD−1/2 = α

2
(α

2
D1/2IµhoⅿD−1/2 − Id) � 0

.H � 0 بنابراین و

باشد. آن مولد چندجملەای f و 2[n] روی توزیعͬ µ کنید فرض .([۶۹ لم ،Ali+21]) ۱۰ .۵ قضیه
(α/2)⁃لͽاریتم مقعر چندجملەای ͷی f باشد، Γα⁃پایدار چندجملەای ͷی f اگر α ∈ [0, 1] هر برای

است. کسری

کنید توجه اثبات.
f(z1, · · · , zn) = fhoⅿ(z1, · · · , zn, 1, · · · , 1).

f بودن کسری (α/2)⁃لͽاریتم مقعر نتیجه در است. مستوی زیرفضایی به fhoⅿ تحدید f بنابراین
ͬ شود. م نتیجه ͬ آید، م دست به ۹ .۵ قضیەی از که fhoⅿ دربارەی مشابه حͺم از
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نامتقارن دترمینانͬ فرایندهای ۳ .۵

تمام L + L> � 0 اگر باشد. دلخواه ماتریسͬ L ∈ Rn×n کنید فرض .([۱ لم ،Gar+19]) ۱۱ .۵ لم
ͬ اند. نامنف L اصلͬ کهادهای

دهید قرار .L + L> � 0 و L ∈ Rn×n کنید فرض .([۳۹ لم ،Ali+21]) ۱۲ .۵ قضیه

f(z1, · · · , zn) :=
∑

S⊆[n]
det(LS,S

∏
i 6∈ Szi).

است. Γ1⁃پایدار یا است صفر با متحد یا f و ͬ اند نامنف f ضرایب صورت این در

ͬ اند. نامنف نیز f ضرایب بنابراین و ͬ اند نامنف L اصلͬ کهادهای ۱۱ .۵ لم طبق اثبات.

هرمیتͬ iX بنابراین و پادمتقارن X ماتریس .X = (L − L>)/2 و D = (L + L>)/2 دهید قرار
،j ∈ [n] برای Aj = diag(ej) دادن قرار با حال است. مثبت نیمەمعین نیز D ماتریس است.

که داشت خواهیم کنید. استفاده ۱۰ .۳ گزارەی از B = iX و An+1 = D

g(z1, · · · , gn+1) := det(
n∑

i=1
ziAi + zn+1D + iX)

صفر. با متحد یا است حقیقͬ پایدار یا

داریم .W = diag(i−1zi)i∈[n] دهید قرار حال

g(z1, · · · , zn, i) = det(iW + iD + iX) == det(iW + iL) = in det(W + L)

= in
∑

S⊆[n]
det(LS,S)

∏
i∈[n]\S

i−1zi = inf(i−1z1, · · · , i−1zn).

w1, · · · , wn ∈ Γ1 برای اگر صورت این غیر در است. چنین هم f باشد صفر با متحد g اگر
تناقض در که g(iw1, · · · , iwn, i) = 0 داریم بالا محاسبات طبق f(w1, · · · , wn) = 0 باشیم داشته

است. g بودن پایدار با

ͬ شود. م ثابت ۱ .۵ قضیەی ۹ .۵ و ۱۲ .۵ قضیەی گذاشتن هم کنار با

مونومر⁃دیمر مدل ۴ .۵

ͬ شود. م استفاده زیر ͷکلاسی قضیەی از ۲ .۵ قضیەی اثبات برای
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وزن تابع هر برای مونومر⁃دیمر مدل مونومرهای توزیع مولد چندجملەی .([HL72]) ۱۳ .۵ قضیه
چندجملەای ͷی 2V روی توزیعͬ عنوان به متناهͬ گراف ͷی رأس های روی وزن تابع هر و یال ها روی

است. Γ1⁃پایدار

ͬ شود. م ثابت ۲ .۵ قضیەی آن بەتبع که ͬ آید م دست به زیر نتیجەی ۹ .۵ قضیەی از استفاده با

یال ها روی وزن تابع هر برای مونومر⁃دیمر مدل مونومرهای توزیع مولد چندجملەی .۱۴ .۵ نتیجه
چندجملەای ͷی

(
V ×{0,1}

|V |

)
روی توزیعͬ عنوان به متناهͬ گراف ͷی رأس های روی وزن تابع هر و

است. Γ1/2⁃پایدار
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۶ فصل

تصادفͬ ͬ سازی موضع

و است شده معرفͬ [Eld13] الدان توسط که است ͬ ای تصادف فرایند تصادفͬ ͬ سازی موضع
[CE25] الدان و چن است. داشته بالا ابعاد در احتمال توزیع های تحلیل در بسیاری کاربردهای
مرور کردەاند. استفاده مارکف زنجیرهای آمیختگͬ زمان تحلیل برای تصادفͬ ͬ سازی موضع از
وسع از آمیختگͬ زمان تحلیل در آن کاربردهای حتͬ و تصادفͬ ͬ سازی موضع کاربردهای تمامͬ
دادن دست به تصادفͬ ͬ سازی موضع کاربردهای جملەی از حال این با است. خارج نوشته این
استقلال شرایط تحت مارکف زنجیرهای آمیختگͬ زمان با مرتبط نتایج برای سادەتر اثبات هایی
ͬ سازی موضع با مرتبط مقدمات بیان فصل این در ما هدف است. ͷآنتروپی استقلال و طیفͬ
ارائه ͬ توان م نتایج این برای ابزار این از استفاده با که است سادەتری اثبات های ارائەی و تصادفͬ
حاضر تعریف گرچه است؛ ما تعریف از عام تر [CE25] در تصادفͬ ͬ سازی موضع تعریف داد.

است. کافͬ ما مقاصد برای

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ۱ .۶

روی احتمالͬ توزیع ν و متناهͬ مجموعەای Ω کنید فرض .([۳ تعریف ،CE25]) ۱ .۶ تعریف
از ν0, · · · , νn دنبالەی دهید. نمایش P(Ω) با را Ω روی احتمال توزیع های تمام فضای باشد. آن

اگر ͬ نامیم م ν از ͬ سازی موضع فرایند ͷی را ͬ گیرند م مقدار P(Ω) در که تصادفͬ متغیرهای

.ν0 = ν .۱
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باشیم داشته 0 ≤ t < n هر و x ∈ Ω هر برای .۲

E[νt+1(x) | ν0(x), · · · , νt(x)] = νt(x).

دهد. اختصاص Ω اعضای از ͬͺی به را احتمال جرم تمامͬ νn توزیع ͷی احتمال با .۳

فرایند باشد. {±1}n روی توزیعͬ ν کنید فرض مختصەبەمختصه). ͬ سازی (موضع ۲ .۶ مثال
ͬ سازیم: م زیر شͺل به را ν0, · · · , νn ͬ سازی موضع

ͬ کنیم. م تولید را [n] جایͽشت های از σ1, · · · , σn مستقل نمونەی و ν توزیع از Y نمونەی .۱

.νi(·) = νi−1(· | Xσi
= Yσi

) ͬ دهیم م قرار 1 ≤ i ≤ n هر برای .۲

در را آن روی ν توزیع و Ω ⊂ Rm متناهͬ مجموعەی خطͬ). اریب سازی ͬ سازی (موضع ۳ .۶ مثال
کنید تعریف و بͽیرید نظر در را Z1, . . . , Zn ∈ R تصادفͬ بردارهای همچنین بͽیرید. نظر

νt+1(x) = νt(x) (1 + 〈x − b(νt), Zt〉) .

داریم t ∈ [n] هر برای ͬ کنیم م شرط است. νt میانگین b(νt) آن در که

E[Zt | ν0, · · · , νt] = E[Zt | νt] = 0.

دید ͬ توان م

νt+1(Ω) =
∑
x∈Ω

νt(x) (1 + 〈x − b(νt), Zt〉)

= Ex∼νt [1 + 〈x − b(νt), Zt〉]

= 1 + 〈Ex∼νtx − b(νt), Zt〉

= 1.

داریم همچنین

E [νt+1(x) | νt] = νt(x) (1 + 〈x − b(νt),E[Zt | νt]〉)

= νt(x).

بنابراین

E [νt+1(x) | νt(x)] = E
[
E [νt+1(x) | νt]

∣∣∣∣∣ νt(x)
]

= E [νt(x) | νt(x)]

= νt(x).
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داریم t ∈ [n] و x ∈ Ω هر برای نتیجه در

E[νt+1(x) | ν0(x), · · · , νt(x)] = νt(x).

ͷی به را خود جرم تمام νn است ممͺن که چرا نیست؛ ͬ سازی موضع فرایند الزاماً فرایندی چنین
انتخاب با حال، این با .Zt = 0 دهید قرار t ∈ [n] هر برای مثال، برای ندهد. اختصاص حالت

دهید قرار مثال برای کرد. تضمین نیز را شرط این ͬ توان م Zt مناسب

Ω = {±1}n ⊆ Rn.

متغیرهای از دنبالەای را U1, . . . , Un و [n] از تصادفͬ جایͽشتͬ را σ1, . . . , σn تصادفͬ متغیرهای
دهید قرار بͽیرید. نظر در [−1, 1] روی یͺنواخت مستقل

Zt := eσt ×


1

1 + b(νt)σt

, b(νt)σt ≥ Ut,

−1
1 − b(νt)σt

, b(νt)σt ≤ Ut.

(۱ .۶)

شروط فرایند این کرد تحقیق ͬ توان م مستقیم محاسبەی با است. Rn استاندارد پایەی e1, . . . , en که
نیست. مختصەبەمختصه ͬ سازی موضع فرایند همان جز چیزی درواقع و ͬ کند م برآورده را بالا

X1, · · · , Xk تصادفͬ جایͽشت و S ∼ ν نمونەی باشد.
(

[n]
k

)
روی توزیعͬ ν کنید فرض .۴ .۶ مثال

کنید. تعریف X1, · · · , Xi شمول به مشروط S قانون را νi توزیع کنید. لحاظ را S از

از استفاده با .τ ∈ [n] و باشد Ω روی ν توزیع از ͬ سازی موضع فرایند ͷی {νi}i∈[n] کنید فرض
به را خود احتمال جرم تمامͬ که توزیعͬ ͬ کنیم. م تعریف Ω روی تصادفͬ ͬͺدینامی τ و فرایند این
باشیم. داشته قرار x ∈ Ω حالت در اکنون کنید فرض ͬ دهیم. م نمایش δx با ͬ دهد م نسبت x ∈ Ω

ͬ کنیم: م طͬ را زیر گام های بعدی حالت انتخاب برای

ͬ گیریم. م نمونه را ντ توزیع νn = δx بر مشروط .۱

ͬ گیریم. م نمونه ντ از را بعدی حالت .۲

داریم دهیم، نمایش P (x, y) با را y به x از گذار احتمال اگر

P (x, y) =
∫

P(Ω)
P(ντ | νn = δx)ντ (y)dλ

=
∫

P(Ω)

P(νn = δx | ντ )P(ντ )
P(νn = δx)

ντ (y)dλ

=
∫

P(Ω)
P(ντ ) · ντ (x)ντ (y)

ν(x)
dλ

= E
[

ντ (x)ντ (y)
ν(x)

]
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است. ͹لب اندازەی λ و کردەایم استفاده بیز قانون از دوم تساوی در که

روی ν توزیع از ͬ سازی موضع فرایند ͷی {νi}i∈[n] کنید فرض .([۶ تعریف ،CE25]) ۵ .۶ تعریف
توسط آن گذار احتمال ماتریس که را مارکفͬ فرایند .τ ∈ [n] و باشد Ω

P (x, y) = E
[

ντ (x)ντ (y)
ν(x)

]
(۲ .۶)

ͬ نامیم. م τ و ͬ سازی موضع فرایند این با مرتبط ͷدینامی است، شده تعریف

به نسبت که ͬ کند م تعریف را مارکف فرایندی ۲ .۶ معادلەی توسط تعریف شده فرایند .۶ .۶ واقعیت
است. بازگشت پذیر ν

که کنید توجه ابتدا اثبات.

E
[

ντ (x)ντ (Ω)
ν(x)

]
= E

[
ντ (x)
ν(x)

]
= 1

کنید توجه حال ͬ کند. م تعریف را مارکف زنجیر ͷی حقیقتاً P ماتریس بنابراین

ν(x)P (x, y) = ν(x)E
[

ντ (x)ντ (y)
ν(x)

]

= E[ντ (i)ντ (j)]

= ν(y)E
[

ντ (x)ντ (y)
ν(y)

]

= ν(y)P (y, x)

ͬ سازی موضع فرایند به وابسته ͷدینامی باشد. {±1}n روی توزیعͬ ν اگر .۷ .۶ مثال
است. k⁃موضعͬ گلابر ͷدینامی همان τ = n − k و مختصەبەمختصه

τ = k − ℓ و ۴ .۶ مثال ͬ سازی موضع به وابسته ͷدینامی باشد،
(

[n]
k

)
روی توزیعͬ ν اگر .۸ .۶ مثال

است. k ↔ ℓ پایین⁃بالای قدم زدن همان

تابعͬ نابرابری های و ͬ سازی موضع ۲ .۶

ͬ سازی موضع فرایند ͷی به وابسته ͷدینامی آنتروپی انقباض ثابت و طیفͬ شͺاف زیر قضیەی
ͬ دهد. م ارتباط ͬ سازی موضع فرایند طͬ در آنتروپی و واریانس حفظ به را تصادفͬ
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داریم باشد شده تعریف ۲ .۶ معادلەی توسط P فرایند اگر .([۱۹ گزارەی ،CE25]) ۹ .۶ قضیه

γ(P ) = inf
φ : Ω→R

E[Varντ [φ]]
Varν [φ]

(۳ .۶)

δ(P ) ≥ inf
f : Ω→R≥0

E[Entντ [f ]]
Entν [f ]

(۴ .۶)

ثابت همان درواقع شده خوانده اصلاح شده لͽاریتمͬ سوبولف ثابت [CE25] در آنچه .۱۰ .۶ نکته
است. ما آنتروپی انقباض

دید ͬ توان م مستقیم محاسبەی با .۹ .۶ قضیەی اثبات
EP (φ, φ)
Varν [φ]

= E[Varντ [φ]]
Varν [φ]

ͬ شود. م ثابت اول حͺم ۳۰ .۱ گزارەی از استفاده و طرفین از گرفتن اینفمم با

داریم c حقیقͬ عدد هر و f : Ω → R≥0 هر برای کنید توجه ابتدا دوم حͺم برای

Entν [cf ] = c Entν [f ]

که کنیم لحاظ f توابع روی ͬ توانیم م را δ(P ) تعریف داخل سوپرمم بنابراین .Pcf = cPf و
داریم Eν [f ] = 1 اگر کنید توجه همچنین .Eν [f ] = 1

Entν [f ] = Eν [f log f ]

و
Entν [Pf ] = Eν [Pf log Pf ].

داریم حال

Ex∼ν [Pf(x) log((Pf)(x))]

= Ex∼ν

∑
y∈Ω

E
[

ντ (x)ντ (y)
ν(x)

]
f(y) log

∑
y∈Ω

E
[

ντ (x)ντ (y)
ν(x)

]
f(y)


= Ex∼ν

E
ντ (x)

ν(x)
∑
y∈Ω

ντ (y)f(y)

 logE

ντ (x)
ν(x)

∑
y∈Ω

ντ (y)f(y)


= Ex∼ν

[
E
[

ντ (x)
ν(x)

Eντ [f ]
]

logE
[

ντ (x)
ν(x)

Eντ [f ]
]]

(∗)
≤ Ex∼ν

[
E
[

ντ (x)
ν(x)

Eντ [f ] logEντ [f ]
]]

= E
[
Ex∼ν

[
ντ (x)
ν(x)

]
Eντ [f ] logEντ [f ]

]

= E [Eντ [f ] logEντ [f ]] .
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استفاده E [ντ (x)/ν(x)] = 1 داریم x ∈ Ω هر برای که واقعیت این و ینسن نابرابری از (∗) در که
کردەایم.

بنابراین

E [Entντ [f ]]
Entν [f ]

= E [Eντ [f log f ] − E [Eντ [f ] logEντ [f ]]]
Entν [f ]

≥ Eν [f log f ]
Entν [f ]

− Ex∼ν [Pf(x) log((Pf)(x))]
Entν [f ]

= 1 − Entν [Pf ]
Entν [f ]

.

ͬ شود. م اثبات نابرابری طرفین از گرفتن اینفمم با حͺم

طیفͬ استقلال و واریانس حفظ ۳ .۶

قضیەی از تعمیمͬ برای واریانس حفظ مفهوم از استفاده با [CE25] الدان و چن اثبات بخش این در
ͬ کنیم. م ارائه را ۸ .۲

پارامتر با t زمان تا واریانس حفظ شرط {νi}i∈[n] ͬ سازی موضع فرایند گوییم .۱۱ .۶ تعریف
باشیم داشته 1 ≤ i ≤ t هر و φ : Ω → R هر برای اگر ͬ کند م برآورده را (κ1, · · · , κt)

E[Var[φ] | νi−1] ≥ (1 − κi) Varνi−1 [φ]

(κ1, · · · , κt) پارامتر با t زمان تا واریانس حفظ شرط {νi}i∈[n] ͬ سازی موضع فرایند اگر .۱۲ .۶ لم
داشت خواهیم φ : Ω → R هر برای کند، برآورده را

E[Varνt [φ]]
Varν [φ]

≥
t∏

i=1
(1 − κi)

است. ∏t
i=1(1 − κi) حداقل ۲ .۶ توسط تعریف شده ͷدینامی طیفͬ شͺاف بنابراین و

اثبات.
E[Varνt [φ]]

Varν [φ]
= E

[
t∏

i=1

Varνi
[φ]

Varνi−1 [φ]

]

= E
[

t∏
i=1

E
[

Varνi
[φ]

Varνi−1 [φ]

∣∣∣∣∣ νi−1

]]

≥
t∏

i=1
(1 − κi)
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تابع هر برای خطͬ اریب سازی ͬ سازی موضع فرایند ͷی در .([۲۲ ادعای ،CE25]) ۱۳ .۶ لم
داریم φ : Ω → R

E[Varνt+1 [φ] | νt] − Varνt [φ] = −〈vt, Ctvt〉

که
vt := Eνt [(x − b(νt))φ(x)] و Ct := Cov(Zt | νt).

داریم همچنین
〈vt, Ctvt〉 ≤ ‖C

1/2
t Cov(νt)C1/2

t ‖OP Varνt [φ].

نتیجه، در
E[Varνt+1 [φ] | νt]

Varνt [φ]
≥ 1 − ‖C

1/2
t Cov(νt)C1/2

t ‖OP.

کنید توجه اول ادعای برای اثبات.

E
[
Varνt+1 [φ] | νt

]
= E

[
Eνt+1

[
φ(x)2

]
| νt

]
− E

[(
Eνt+1 [φ(x)]

)2
∣∣∣∣∣ νt

]

= Eνt [φ2] − E
[
(Eνt [(1 + 〈x − b(νt), Zt〉) φ(x)])2

∣∣∣∣∣ νt

]

= Eνt [φ2] − Eνt [φ]2 − E
[
(Eνt [〈x − b(νt), Zt〉 φ(x)])2

∣∣∣∣∣ νt

]

= Varνt [φ] − Var
[
〈Eνt [(x − b(νt)) φ(x)] , Zt〉

∣∣∣∣∣ νt

]

تساوی در ،E[νt+1(x) | νt] = νt(x) اینکه از دوم تساوی در واریانس، تعریف از اول تساوی در که
استفاده E[Zt | νt] = 0 اینکه و واریانس تعریف از چهارم تساوی در و E[Zt | νt] = 0 اینکه از سوم

داریم حال کردەایم.

Var
[
〈Eνt [(x − b(νt)) φ(x)] , Zt〉

∣∣∣∣∣ νt

]
= Var[〈vt, Zt〉 | νt]

= E
[
〈vt, Zt − E[Zt | νt]〉2

∣∣∣∣∣ νt

]

= E
[
vT

t (Zt − E[Zt | νt]) (Zt − E[Zt | νt])T vt

∣∣∣∣∣ νt

]

= vT
t Cov(Zt | νt)vt

= 〈vt, Ctvt〉.

۵۷



داریم کوشͬ⁃شوارتس نابرابری از استفاده با دوم ادعای برای

〈vt, Ctvt〉 =
∥∥∥C1/2

t vt

∥∥∥2

=
∥∥∥C1/2

t Eνt [(x − b(νt)) φ(x)]
∥∥∥2

=
∥∥∥Eνt

[
C

1/2
t (x − b(νt)) φ(x)

]∥∥∥2

= sup
‖θ‖=1

(
Eνt

[〈
C

1/2
t (x − b(νt)) , θ

〉
φ(x)

])2

= sup
‖θ‖=1

(
Eνt

[〈
C

1/2
t (x − b(νt)) , θ

〉
(φ(x) − Eνt [φ])

])2

≤ sup
‖θ‖=1

Eνt

[〈
C

1/2
t (x − b(νt)) , θ

〉2
]

Varνt [φ]

= sup
‖θ‖=1

Eνt

[
θ>C

1/2
t (x − b(νt)) (x − b(νt))> C

1/2
t θ

]
Varνt [φ]

= sup
‖θ‖=1

(
θ>C

1/2
t Eνt

[
(x − b(νt)) (x − b(νt))>

]
C

1/2
t θ

)
Varνt [φ]

= sup
‖θ‖=1

(
θ>C

1/2
t Cov(νt)C1/2

t θ
)

Varνt [φ]

=
∥∥∥C1/2

t Cov(νt)C1/2
t

∥∥∥
OP

Varνt [φ].

ͬ شود. م نتیجه اول ادعای دو ترکیب از سوم ادعای

داریم ۱ .۶ معادلەی توسط تعریف شده ͬ سازی موضع برای .۱۴ .۶ لم

‖C
1/2
t Cov(νt)C1/2

t ‖OP = 1
n − t

‖D
−1/2
t Cov(νt)D−1/2

t ‖OP

که
Dt := diag(Cov(νt)).

اثبات.
(n − t) Cov[Zt | νt]i,i = 1

(1 + b(νt)i)2
1 + b(νt)i

2
+ 1

(1 − b(νt)i)2
1 − b(νt)i

2

= 1
1 − b(νt)2

i

= (Cov(νt)i,i)−1 .

صورت این در باشد. {±1}n روی توزیعͬ ν کنید فرض .([۲۳ واقعیت ،CE25]) ۱۵ .۶ واقعیت
و Ψν = D−1 Cov(ν) داریم D = diag(Cov(ν)) دهیم قرار اگر

‖D−1/2 Cov(ν)D−1/2‖OP = λⅿax(Ψν).
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که دارد وجود i ∈ [n] یعنͬ باشد، موجود صفر درایەی D قطر روی اگر .۱۶ .۶ نکته

PX∼ν [Xi = 1] ∈ {0, 1}.

است. وارون پذیر D بنابراین و ندارد وجود iای چنین کرد فرض کلیت از کاستن بدون ͬ توان م

داریم .۱۵ .۶ واقعیت اثبات

Cov(Xi, Xj) = EXiXj − EXiEXj

= P[Xi = 1]E[Xj | Xi = 1] − (1 − P[Xi = 1])E[Xj | Xi = −1]

− 2(P[Xi = 1] − 1)
(
P[Xi = 1]E[Xj | Xi = 1]

+ (1 − P[Xi = 1])E[Xj | Xi = −1]
)

= 2P[Xi = 1](1 − P[Xi = 1])
(
E[Xj | Xi = 1] − E[Xj | Xi = −1]

)
.

اما
Var[Xi] = 4P[Xi = 1](1 − P[Xi = 1])

و
Ψν(i, j) = E[Xj | Xi = 1] − E[Xj | Xi = −1]

2

.Ψν = D−1 Cov(ν) بنابراین و

بنابراین و A = D1/2ΨνD−1/2 داریم صورت این در .A = D−1/2 Cov(ν)D−1/2 دهید قرار حال
بنابراین و است مثبت نیمەمعین و متقارن A اما دارند. یͺسانͬ مقدارویژەهای و متشابەاند Ψν و A

‖A‖OP = λⅿax(A) = λⅿax(Ψν)

کنیم. ثابت را ۸ .۲ قضیەی از زیر تعمیم ͬ توانیم م حال

u ∈ بردار باشد. {±1}n روی توزیعͬ ν کنید فرض .([۲۴ قضیەی ،CE25]) ۱۷ .۶ قضیه
ui 6= 0 که i ∈ [n] هر برای که x ∈ {±1}n باشد داشته وجود اگر بنامید شدنͬ را {−1, 0, +1}n

i ∈ [n] هر برای آنکه به مشروط بنامید X ∼ ν قانون را νu توزیع .ν(x) > 0 و xi = ui باشیم داشته
که u ∈ {−1, 0, +1}n هر برای و t ∈ [n − 2] هر برای کنید فرض .Xi = ui باشیم داشته ui 6= 0 که

داریم |u|1 = t

λⅿax(Ψνu) ≤ 1 + ηt.
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صورت این در باشد. ν به وابسته k⁃موضعͬ گلابر ͷدینامی گذار احتمال ماتریس P (k)
ν کنید فرض

γ
(
P (k)

ν

)
≥ k

n

n−k−1∏
t=0

(
1 − ηt

n − t − 1

)
.

داریم ۱۴ .۶ و ۱۳ .۶ لم های طبق بͽیرید. نظر در را φ : {±1}n → R تابع اثبات.

E
[

Varνt+1 [φ]
∣∣∣ νt

]
Varνt [φ]

≥ 1 − 1
n − t

‖D
−1/2
t Cov(νt)D−1/2

t ‖OP

داریم ۱۵ .۶ واقعیت طبق حال .Dt := diag(Cov(νt)) آن در که

‖D
−1/2
t Cov(νt)D−1/2

t ‖OP = λⅿax(Ψνt).

دو و فرض طبق است، |u|1 = t که شدنͬ u ∈ {−1, 0, +1}n ͷی برای νu شͺل به νt که آنجا از
داشت خواهیم بالا معادلەی

E
[

Varνt+1 [φ]
∣∣∣ νt

]
Varνt [φ]

≥ 1 − 1 + ηt

n − t
.

داشت خواهیم ۱۲ .۶ لم از استفاده با

E
[

Varνn−k
[φ]
]

Varν [φ]
≥

n−k−1∏
t=0

(
1 − 1 + ηt

n − t

)
.

اتحاد از استفاده با
1 − 1 + ηt

n − t
= n − t − 1

n − t

(
1 − ηt

n − t − 1

)

که واقعیت این و
n−k−1∏

t=0

n − t − 1
n − t

= k

n

ͬ شود. م ثابت حͺم

ͷآنتروپی استقلال و آنتروپی حفظ ۴ .۶

و فام، کولر، جین، اناری، توسط ابتدا که است ۱۱ .۴ قضیەی از اثباتͬ ارائەی بخش این در ما هدف
مفهوم بر مبتنͬ است بدیلͬ استدلال حاضر اثبات است. شده ثابت [۵ قضیەی ،Ana+21a] وونگ
است. شده معرفͬ [CE25] الدان و چن توسط مفهوم این تصادفͬ. ͬ سازی موضع در آنتروپی حفظ

است. اصلͬ اثبات از برگرفته گاما تابع شامل کسرهای برای استفادەشده کران های

۶۰



پارامتر با t زمان تا آنتروپی حفظ شرط {νi}i∈[n] ͬ سازی موضع فرایند گوییم .۱۸ .۶ تعریف
باشیم داشته 1 ≤ i ≤ t هر و f : Ω → R≥0 هر برای اگر ͬ کند م برآورده را (κ1, · · · , κt)

E[Entνi
[f ] | νi−1] ≥ (1 − κi) Entνi−1 [f ]

است. ۱۲ .۶ لم اثبات مشابه دقیقاً زیر لم اثبات

(κ1, · · · , κt) پارامتر با t زمان تا آنتروپی حفظ شرط {νi}i∈[n] ͬ سازی موضع فرایند اگر .۱۹ .۶ لم
داشت خواهیم f : Ω → R≥0 هر برای کند، برآورده را

E[Entνt [f ]]
Entν [f ]

≥
t∏

i=1
(1 − κi)

∏t
i=1(1 − κi) حداقل ۲ .۶ معادلەی توسط تعریف شده ͷدینامی آنتروپی انقباض ثابت بنابراین و

است.

ͬ سازی موضع در صورت این در .f :
(

[n]
k

)
→ R≥0 و باشد

(
[n]
k

)
روی توزیعͬ ν کنید فرض .۲۰ .۶ لم

دهید قرار ai > 0 اگر .ai = Eνi
[f ] و m = k − i دهید قرار 0 ≤ i < k هر برای ۴ .۶ مثال

داریم ai > 0 اگر حال .ν̂i = fνi/ai

E
[

Entνi+1(f) | νi

]
= Entνi

(f) − aiDKⅬ(ν̂iDm→1‖νiDm→1)

داریم ai = 0 اگر و
E
[

Entνi+1(f) | νi

]
= Entνi

(f) = 0.

گرفت. خواهیم نظر در
(

[n]
m

)
روی توزیعͬ را νi توزیع بحث سهولت برای اثبات.

.p̂i := ν̂iDm→1 و pi := νiDm→1 کنید تعریف صورت این غیر در است. بدیهͬ حͺم ai = 0 اگر
خواهیم است. شده شرطͬ x شمول روی که بͽیرید نظر در ν توزیع را νx

i توزیع pi(x) > 0 که x برای
داشت

E
[

Entνi+1(f) | νi

]
=
∑

x

pi(x) Entνx
i
(f).

داشت خواهیم آنتروپی تعریف بسط با ∑حال
x

pi(x) Entνx
i
(f) =

∑
x

pi(x)Eνx
i
[f log f ] −

∑
x

pi(x)Eνx
i
[f ] logEνx

i
[f ]

دید ͬ توان م مستقیم محاسبەی با است. Eνi
[f log f ] برابر اول عبارت کل احتمال قانون طبق که

بنابراین و Eνx
i
[f ] = ai

p̂i(x)
pi(x)∑

x

pi(x)Eνx
i
[f ] logEνx

i
[f ] = ai

∑
x

p̂i(x) log
(

ai
p̂i(x)
pi(x)

)

= ai log ai + aiDKⅬ(p̂i‖pi)
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ͬ شود. م ثابت حͺم بالا محاسبات ترکیب با

و باشد ͷآنتروپی (α/1)⁃مستقل خودش که باشد
(

[n]
k

)
روی توزیعͬ ν کنید فرض .۲۱ .۶ نتیجه

برای صورت این در باشد. ͷآنتروپی (α/1)⁃مستقل نیز νT توزیع ،T شدنͬ مجموعەی هر برای
داریم 0 ≤ i < k هر برای ۴ .۶ مثال ͬ سازی موضع

E
[

Entνi+1(f) | νi

]
≥
(

1 − 1
α(k − i)

)
Entνi

(f).

۲۰ .۶ لم طبق صورت این غیر در است. بدیهͬ حͺم ai = 0 اگر اثبات.

E
[

Entνi+1(f) | νi

]
= Entνi

(f) − aiDKⅬ(ν̂iDm→1‖νiDm→1).

ͷآنتروپی استقلال طبق همچنین

DKⅬ(ν̂iDm→1‖νiDm→1) ≤ 1
α(k − i)

DKⅬ(ν̂i‖νi).

بنابراین
E
[

Entνi+1(f) | νi

]
≥ Entνi

(f) − 1
α(k − i)

· aiDKⅬ(ν̂i‖νi)

اما
aiDKⅬ(ν̂i‖νi) = Entνi

(f).

ͬ گیریم. م ͷکم زیر قضیەی از ۱۱ .۴ قضیەی اثبات برای

شͺل به که را Γ: R>0 → R>0 تابع .([(b)۱ .۴ قضیەی ،Muk11]) ۲۲ .۶ قضیه

Γ(x) =
∫ ∞

0
tx−1e−tdt

داریم x > u > 0 حقیقͬ اعداد برای بͽیرید. نظر در است، شده تعریف

Γ(x)
Γ(x − u)

< xu.
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پایین⁃ قدم زدن آنتروپی انقباض ثابت برای ۱۹ .۶ لم و ۲۱ .۶ نتیجەی طبق .۱۱ .۴ قضیەی اثبات
داریم k ↔ ℓ بالای

δ ≥
ℓ−1∏
i=0

(
1 − 1

α(k − i)

)

=
ℓ−1∏
i=0

k − i − 1/α

k − i

= Γ(k + 1 − 1/α)/Γ(k + 1 − ℓ − 1/α)
Γ(k + 1)/Γ(k + 1 − ℓ)

= Γ(k + 1 − 1/α)
Γ(k + 1)

· Γ(k + 1 − ℓ)
Γ(k + 1 − ℓ − 1/α)

(۵ .۶)

خواهیم u = 1/α و x = k + 1 دادن قرار با ۲۲ .۶ قضیەی طبق حال .Γ(x) =
∫∞

0 tx−1e−tdt که
داشت

Γ(k + 1)
Γ(k + 1 − 1/α)

< (k + 1)1/α. (۶ .۶)

کنید توجه حال

Γ(k + 1 − ℓ − 1/α)
Γ(k + 1 − ℓ)

= Γ(k + 1 − ℓ − 1/α)/Γ(k + 1 − ℓ − d1/αe)
Γ(k + 1 − ℓ)/Γ(k + 1 − ℓ − d1/αe)

. (۷ .۶)

داریم u = d1/αe − 1/α و x = k + 1 − ℓ − 1/α دادن قرار با ۲۲ .۶ قضیەی طبق اما

Γ(k + 1 − ℓ − 1/α)
Γ(k + 1 − ℓ − d1/αe)

≤ (k + 1 − ℓ − 1/α)d1/αe−1/α. (۸ .۶)

قضیەی از استفاده به نیازی و است صادق بدیهͬ طور به بالا نابرابری d1/αe = 1/α که صورتͬ (در
داریم Γ(n) = (n − 1)! مثبت صحیح اعداد برای که آنجا از همچنین نیست.) ۲۲ .۶

Γ(k + 1 − ℓ)
Γ(k + 1 − ℓ − d1/αe)

=
d1/αe−1∏

i=0
(k − ℓ − i). (۹ .۶)

خواهد ثابت حͺم ۳۵ .۱ واقعیت از استفاده و (۹ .۶) و ،(۸ .۶) ،(۷ .۶) ،(۶ .۶) ،(۵ .۶) ادغام با
شد.

کنید توجه باشد، صحیح 1/α اگر

Γ(k + 1 − 1/α)/Γ(k + 1 − ℓ − 1/α)
Γ(k + 1)/Γ(k + 1 − ℓ)

= (k − 1/α)!/(k − ℓ − 1/α)!
k!/(k − ℓ)!

=
(

k − ℓ

1/α

)/(
k

1/α

)
.

۶۳
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آ پیوست

محدب بهینەسازی

محدب بهینەسازی از مقدماتͬ لم این اثبات از پیش است. ۱۵ .۴ لم اثبات پیوست این در ما هدف
کرد. خواهیم بیان را

و محدب توابع f, g1, · · · , gr : X → R و محدب مجموعەای X ⊆ Rn کنید فرض آ. ۱. تعریف
مسئلەی به باشند. b ∈ Rm و A ∈ Rm×n

کن کمینه را f(x)

x ∈ X شروط تحت
1 ≤ i ≤ r برای gi(x) ≤ 0

Ax = b

(آ. ۱)

ͬ دهیم. م نمایش f ∗ با را برنامه این بهینەی جواب ͬ گوییم. م محدب برنامەریزی مسئلەی ͷی

تابع به بͽیرید. نظر در را آ. ۱ فرم به محدب برنامەریزی مسئلەی ͷی آ. ۲. تعریف

L(x, µ, λ) : X × Rr × Rm → R

صورت به که
L(x, µ, λ) = f(x) +

r∑
i=1

µigi(x) + λ>(Ax − b)

ͬ گوییم. م مسئله این با مرتبط لاگرانژی است شده تعریف

دهید قرار
q(µ, λ) := inf

x∈X
L(x, µ, λ)
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مسئلەی

کن بیشینه را q(µ, λ)

µ ≥ 0 شروط تحت
λ ∈ Rm

(آ. ۲)

ͬ دهیم. م نمایش q∗ با را دوگان برنامەی بهینەی جواب ͬ نامیم. م برنامه این دوگان برنامەی را

.q∗ ≤ f ∗ داریم آن دوگان و محدب برنامەی ͷی برای .([۲ .۱ .۴ قضیەی ،Ber09]) آ. ۳ قضیه

مستوی مجموعەی کوچͺترین S مستوی پوش بͽیرید. نظر در را S ⊆ Rn مجموعەی آ. ۴. تعریف
به ͬ دهیم. م نمایش aff(S) با را آن و دارد بر در را S که است Rn در

relint(S) := {x ∈ S : ∃ ϵ > 0 Bϵ(x) ∩ aff(S) ⊆ S}

ͬ گوییم. م S نسبی درون

نظر در را (آ. ۲)، آن، دوگان و (آ. ۱) برنامەی .([۴ .۳ .۵ قضیەی ،Ber09] اسلیتر؛ (شرایط آ. ۵ قضیه
x̄ ∈ relint(X) باشد داشته وجود و باشند خطͬ gi توابع تمام باشد، متناهͬ f ∗ کنید فرض بͽیرید.

.q∗ = f ∗ صورت این در .0 ≤ i ≤ r هر برای gi(x̄) ≤ 0 و Ax̄ = b چنانکه

نقطەای q ∈ Rn و بسته و محدب مجموعەای P ⊆ Rn اگر .([۳ .۵ .۱ گزارەی ،Ber09]) آ. ۶ قضیه
داریم p ∈ P هر برای چنانکه دارند وجود b ∈ R حقیقͬ عدد و θ ∈ Rn بردار باشد، P از خارج

θ · p < b < θ · q

بنابراین شد. خواهد +∞ برابر DKⅬ(ν‖µ) عبارت supp(ν) 6⊆ supp(µ) اگر .۱۵ .۴ لم اثبات
کنید تعریف حال .supp(ν) ⊆ supp(µ) که کنیم محدود ν توزیع های به را خود توجه ͬ توانیم م

Pµ = conv
{

1S

k
: µ(S) > 0

}

و supp(ν) ⊆ supp(µ) چنانکه ν دارد وجود اینکه با است معادل q ∈ Pµ دید بەسادگͬ ͬ توان م
است. +∞ برابر بنابراین و تهͬ مجموعەی اینفمم معادله چپ سمت q 6∈ Pµ اگر .νDk→1 = q

باشیم داشته S ∈ supp(µ) هر برای چنانکه کرد پیدا θ ∈ Rn ͬ توان م آ. ۶ قضیەی طبق همچنین
برابر نیز راست سمت دید ͬ توان م بی نهایت به t دادن میل و zi = etθi متغیر تغییر با .θ · q > 1S

k

.q ∈ Pµ کرد خواهیم فرض بنابراین شد. خواهد +∞
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برنامەی بهینەی جواب ͬ توان م را inf{DKⅬ(ν‖µ) | νDk→1 = q} یعنͬ معادله راست سمت
محدب

کن کمینه را ∑
S∈supp(µ) ν(S) log ν(S)

µ(S)∑
S∈supp(µ) ν(S) = 1 شروط تحت

1 ≤ i ≤ n برای ∑
S3i ν(S) = kqi

ν ≥ 0

را لاگرانژی ͬ اند. خط نابرابری ها و است محدب t ≥ 0 برای t 7→ t log(t/µ(S)) تابع دانست.
صورت به ͬ توانیم م

L(ν, θ, α) =
∑

S∈supp(µ)
ν(S) log ν(S)

µ(S)
+

n∑
i=1

θi

(
kqi −

∑
S3i

ν(S)
)

+ α

(
1 −

∑
S∈supp(µ)

ν(S)
)

داریم صورت این در کنیم. تعریف

L(ν, θ, α) = kθ · q + α +
∑

S∈supp(µ)
ν(S)

(
log ν(S)

µ(S)
−
∑
i∈S

θi − α

)

آنکه به توجه با
inf
t≥0

[
t log t

a
− bt

]
= −aeb−1

داریم
inf
ν≥0

L(ν, θ, α) = kθ · q + α − eα−1 ∑
S∈supp(µ)

µ(S)e
∑

i∈S
θi

∑اما
S∈supp(µ)

µ(S)e
∑

i∈S
θi = gµ(eθi , · · · , eθn)

دوگان تابع بنابراین
q(θ, α) = kθ · q + α − eα−1gµ(eθ1 , · · · , eθn)

همواره α بهترین دید خواهیم α روی بهینەسازی و θ داشتن نگه ثابت با است.

eα−1gµ(eθ1 , · · · , eθn) = 1

نتیجه در و
α = 1 − log gµ(eθ1 , · · · , eθn)

با برابر دوگان برنامەی بهینەی جواب مقدار، این جایͽذاری با کرد. خواهد صدق

sup
θ∈Rn

[kθ · q − log gµ(eθ1 , · · · , eθn)]
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مقدار به zi = eθi > 0 متغیر تغییر با بود. خواهد

sup
z1,··· ,zn>0

log zkq1
1 · · · zkqn

n

gµ(z1, · · · , zn)
= − log inf

z1,··· ,zn>0

gµ(z1, · · · , zn)
zkq1

1 · · · zkqn
n

است. معادله راست دست برابر که رسید خواهیم

بنابراین و کند صدق شروط تمام در که ν دارد وجود q ∈ Pµ کردەایم فرض آنکه به توجه با
برابرند. معادله طرف دو نتیجه در است. شده محقق آ. ۵ قضیەی شرایط
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Abstract

In this thesis we discuss the notion of spectral independence and its generalization,

entropic independence. As examples of the application of these notions we will discuss

rapid mixing of the matroid basis exchange walk and Markov chains for sampling from

DPPs and the monomer-dimer system. Finally, we will use the stochastic localiza-

tion framework to provide easier proofs for theorems related to spectral and entropic

independence.

Keywords: Markov Chains, Geometry of Polynomials, Spectral Independence
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